§6 Weifle Zwerge

Im Abschnitt 3 war mit der Formel (xx) der Druck P als Funktion der Dichte p fiir ein entartetes

h2 3 2/3
Pnre = 5~ _ | = 5/3 .
= (ﬁ) 0 (+)

Im folgenden geht es darum eine grofie Fermigaskugel unter dem Einflufl der Gravitation zu berechnen.

Fermigas bestimmt worden:

Die Idee, der man dabei folgt, ist, dal der Druck der Elektronen viel gréfer ist, als der der Atomkerne,
denn der Druck eines entarteten Fermigases verglichen mit einem klassischen idelaen Gas ist

p— %EF p entartes Gas
kpT p ideales Gas

Wenn also die Fermienergie Fr der Elektronen sehr viel grofier als die thermische Energie kpT ist,
spielt der Druck des klassischen idealen Gases der Atomkerne keine Rolle.

Ist die Dichte p sehr grofl; dann kann die Fermienergie grofler werden als die Ruhenergie der
Elektronen mc¢? = 511keV so daf die Energie-Impulsrelation E = c \/W an Stelle von
E = p?/2m verwendet werden miifite. Fiir die Zwecke hier geniigt es den “ultrarelativistischen”
Grenzfall E = c¢p zu betrachten. Die Fermienergie ist dann Er = cpp und mit dem Fermiimpuls aus

Abschnitt 3 erhalt man s
h
Ep =cpr = —C<§) pHe .

Benutzt man die thermodynamische Relation du = dP/p, dann 148t sich der Druck ohne weitere
Rechnungen bestimmen:

du 1 he (3\'° 1 he (3\'?
dP = pdp = = — (= 134 Purel = *pEp=— (= 43
3, " 32(ﬂ)p p  — i=gpBr="g () » (%)
Mit Gleichung (%) kennt man den Druck fiir den nichtrelativistischen Grenzfall und mit (xx) den
ultrarelativistischen Grenzfall.

Um einen Stern als Gaskugel im Gleichgewicht von Druckkréften mit den Gravitationskréften zu
modellieren geht man von der Gleichung

i+ mppg = konst oder VP = —pmy Vo, = I?g (+)

aus, wobei ¢4 das Gravitationspotential und ; das chemische Potential oder die Fermienergie ist. Die
zweite differenzierte Form gibt die Gleichheit der Druck— und Gravitationskréfte. Sie folgt aus der
ersten, wenn man Vy = VP/p benutzt. Die Masse my, ist faktisch die Kernmasse, die auf ein Elektron
aufgeteilt etwa zwei Protonenmassen m,, entspricht, wenn man annimmt, dafl aller Wasserstoff durch
Kernfusion in Helium und schwerere Kerne umgewandelt worden ist.

Das Gravitationspotential geniigt der Potentialgleichung (v = 6,67 - 10 8 cm?3 g~ sec™2 ist die
Gravitationskonstante)
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und radiale Symmetrie vorausgesetzt, der Stern soll also nicht schnell rotieren, bekommt man daraus
eine gewoOhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung. Das Gravitationspotential ¢ kann man eli-
minieren, weil mit (+) mg Ap = —Ap ist und das chemische Potential oder die Fermienergie mit der
Dichte
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verkniipft ist, wobei pp = % (%)1/ s p!/3 benutzt worden ist. Diese Beziehung umgestellt ergibt

8w { (2me?)3/2 i3/ nichtrelativistischer Fall

p= 3 (he)? w? ultrarelativistischer Fall

und damit hat man eine Differentialgleichung fiir das chemische Potential allein:

1 d ( 2d_:u) _ 32 w2 ymj { (2me?)3/2 i3/ nichtrelativistischer Fall

2dr \ dr 3 (he)3 w? ultrarelativistischer Fall

Diese Differentialgleichungen kann man nur numerisch integrieren, aber durch skalieren gewinnt man
schon ein Versténdnis fiir die Groflenordnung. Am Rand des Sterns bei r = R ist die Dichte p,
—YM/R,
wobei M die Masse des Sterns ist. Im Zentrum des Sterns ist das Gravitationspotential ¢(0) —(R)
—vM fOR r/R3dr = —yM/(2R), allerdings hiingt der genaue Zahlenwert von der Dichteverteilung p(r)
ab. Da nach der Beziehung (+) das chemische Potential im Zentrum x(0) = my(¢(0) — @(R)) ist,
ist es sicherlich sinnvoll ein dimensionsloses chemisches Potential i = Ru/(yM my) zu verwenden.

der Druck und das chemische Potential ;4 Null. Das Gravitationspotential ist dort ¢(R)

Auflerdem sollte man r auf den Radius des Sterns normieren, dh. es ist # = r/R. Damit bekommt
die Differentialgleichung im nicht relativistischen Fall die Form

~ 1/2
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wobei ein dimensionsloser Faktor auf der rechten Seite der Gleichung steht. Man sieht also unmittelbar,

dafl man eine allgemeine Losung konstruieren kann, wenn

3 m 13 p2 mg 173 Mpl ?
M R’ = konst d R —_— — = A | — —
ons oder x (M) mymz (M) <mk>

gilt. Fiir jede Masse M eines Sterns findet man ein Gleichgewichtsradius R, wobei man das zunéchst
paradox erscheinende Ergebnis, dafl das Volumen des Sterns schrumpft, falls die Masse zunimmt,
erhalt.

Dies kann man einfacher herleiten: die Gravitationsenergie eines Sternes sollte von der Groflenord-
nung E, ~ yM?/R sein, wihrend die kinetische Energie Fy, ~ N - (h*/2m) (N/V)?/3 auf Grund der
Quantenmechanik ist. Das Minimum der Gesamtenergie bei festgehaltener Masse, wobei die Anzahl
der Elektronen durch N = M/mj und das Volumen des Sternes V = 47 R3/3 ist, erhilt man fiir
M o 1/R3.

Um den Radius zu bestimmen, kann man Pranck folgend die Masse m,; = \/W = 2,177 -
10~°g verwenden, die sich merkwiirdigerweise nur aus den Konstanten %, ¢ und v bilden 1a8t. Die
Cowmpronlinge des Elektrons A\, = hi/(mc) = 3,86 - 10~ 1 em ist dann die Skala, in der der Radius R
des Sterns angeben ist. Die Kernmasse pro Elektron ist mj = 3,35 - 10~%4g, zwei Protonenmassen
vorausgesetzt. Nimmt man die Masse der Sonne Mgonne = 2-10%3g, dann erhilt man nach der obigen
Formel R oc 1071110719 1038 = 108cm, was etwa der GréBe des Mondes oder der Erde entsprechen
wiirde. Fiir eine genauere Analyse konultiere man LANDAU & LirscHITZ, Statistische Physik, Kap.
XI. Auf jeden Fall, wére solch ein Stern wegen seiner geringen Gréfle lichtschwach und nicht leicht zu
beobachten. Das prominenteste Beipiel solch eines Zwergsternes ist der Begleiter des Sirius, dessen
Existenz von Herschel im vorigen Jahrhundert aus der Positionsschwankung des Sirius gefolgert worden
ist. Weil der Stern heil ist, man hat ihn spéter auch beobachten konnen, nennt man ihn “weiflen”
Zwerg.



Wichst die Dichte und die Fermienergie des Sternes, dann nahert man sich den relativistischen
Grenzfall. Folgt man der Argumentation von weiter oben, dann mufl man die Summe von Gravita-
tionsenergie und kinetischer Energie durch Wahl eines geeigneten Radius optimieren. Die kinetische
Energie ist Egin = N - he(N/V)Y/3 und damit ebenfalls bei festgehaltener Teilchenzahl oder Masse
x 1/R wie die Gravitationsenergie, so dafl man keinen Radius finden kann, bei dem der Stern stabil
ware.

Chandrasekhar hat die Masse angegeben, bei der der Stern im ultrarelativistischen Grenzfall
gelangen und instabil werden wiirde. Skaliert man die Differentialgleichung wie vorher im nichtrela-

~ 3
L (diy A (M miy
72 dr dr 3 \my he ’

A 3/2 3
M x my < C2> = my <@>
Yy mg

sein sollte, damit die Differentialgleichung eine Losung hat, wobei die Konstante auf der rechten

tivistischen Grenzfall

dann sieht man, dafl

Seite von der GroBenordnung 1 sein wird. Das Verhéltnis von Planckmasse zur Kernmasse ist etwa
mp/my ~ 109 so daB fiir die CHANDRASEKHARmasse etwa M = 1072* - 1057 = 1033 g herauskommt,
was der Groflenordnung nach einer Sonnenmasse entsprechen wiirde.

Fiir eine genauere Analyse mufl man die Differentialgleichung wirklich 16sen. Zu diesem Zwecke
verwandelt man die Differentialgleichung

1 d df Cdr 7
(#2) =-r@  — sw=1-[ 5[ PP

z2 dx

in eine Integralgleichung, um durch Iteration eine Lésung zu finden. Als Anfangsbedingung wéhlt
man zunéchst f(0) = 1 und f’(0) = 0, was man unmittelbar an der Integralformel ablesen kann.
Die Ableitung des chemischen Potential mufl im Zentrum des Sterns verschwinden. Der Wert 1 ist
zunachst willkiirlich und wird spéater angepaflt.



