§2 Bose— und Fermigas

Im vorigen Abschnitt ist die Formel fiir das sogenannte groflkanonische Potential des idealen
Quantengases hergeleitet worden:

T, p) = +kpT Y In (1 T e—(ep—m/kBT)

p

wobei die oberen Vorzeichen sich auf den Fall nichtwechselwirkender Bosonen und die unteren Vorzei-
chen auf den Fall nichtwechselwirkender Fermionen beziehen. Um die Verbindung mit dem klassischen
idealen Gas zu sehen entwickelt man den Logarithmus in eine Potenzreihe

AT, p) ~ —kpTY (e—(sp—u)/kBT 4 %e—Q(Gp—u)/kBT)
p

und bricht nach dem zweiten Term ab, was nur sinnvoll ist fiir y — —oo oder, wie weiter unten gezeigt,
fiir geringe Teilchendichten. Die Impulse 9 = (h/L)(v1, va, v3) haben eigentlich nur diskrete Werte,
wobei die v; ganze Zahlen sind, die angeben wieviel Wellenzahlen in z—, y— und z— Richtung in den
Wiirfel L x L x L hineinpassen, dh. die Wellenlénge ist A; = L/v;. Die de Broglie Beziehung verkniipft
dann den Impuls mit dem Inversen der Wellenlédnge p; = h/A;. Da man L sehr grof8 wihlen kann, 148t

sich die Summation in eine Integration verwandeln:
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Z ---:///duldl/le/3"':F///dpldp%lp&"

vi,V2,V3

wobei die Substitution v; = Lp;/h verwendet worden ist. Wenn man nun noch benutzt, da$§ ¢, = p?/m
ist, so erhalt man

/d_hpe_Pz/(kaBT) — 27ka/’BT/h2 = 1/)\th ’

wobei Ay, die thermische Wellenlange ist, also eine typische Wellenldnge, die der Temperatur T
entspricht. Damit ist, wenn man noch berticksichtigt, dafl die Quantenzahlen fiir ein Spin—1/2 System
doppelt gezéhlt werden miissen, woflir der Faktor g steht, mit p = —Q/V

p = kpTgA;? (eu/(kBT) 1 973/2 ew/UcBT)) _
Die Teilchendichte ergibt sich mit N = —92 / ou zu

p=N/V = g/\;f (eu/(kBT) 4 9-1/2 eQM/(kBT))
Vernachlissigt man den zweiten Term, was bei geringer Dichte p = N/V oder fiir p — —oo gerecht-
fertigt ist, so erhalt man die ideale Gasgleichung. Beide Gleichungen, fiir den Druck und fiir die Dichte

sind als Potenzreihen von e*/(¥87) gegeben, wobei jedoch nur die ersten beiden Terme notiert sind.
Invertiert man die letzte Gleichung

_ 2
/T — p X3y /g F 272 (p N/ 9)
und setzt sie in die Gleichung fiir den Druck p ein, dann erhilt man schliellich
p=ksTp (1 T 2732 pA?h/g)
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Diese Form der Gleichung fiir den Druck p entwickelt nach der Dichte nennt man eine Virialentwick-
lung. Die van der Waals Gleichung kann man in dieser Form schreiben

Ist man bei niedrigen Temperaturen, dann iiberwiegt die Anziehung und der Druck wird verringert,
was dem Bosonfall entspricht, wo auch die Korrektur negativ ist. Die Abstoflung dominiert bei
hoheren Temperaturen im van der Waalsgas. Das Pauliverbot fiihrt ebenfalls zu einer Vergrofierung
des Druckes.

Entwickelt man das grofkanonische Potential nicht, so lassen sich doch interessante allgemeine
Aussagen, insbesondere iiber die Adiabaten treffen. Zu diesem Zwecke mufl man die Summation iiber
die Quantenzahlen in eine Energieintegration verwandeln:
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Damit erhélt man fiir das Potential 2 indem man die Spinentartung g berticksichtigt

29V [ (e
Q(T, ‘LL) = ikBT)\t?’h—ﬁ/O \/E/kBT d(€/l€BT) In (liFe ( H)/kBT) .

Partielle Integration (x = €/kpT ist die Integrationsvariable) transformiert dieses Integral in

2 2gV  [* € 2
Q(T, ‘LL) = g )\?h 7'('/0 \/E/kBT d(€/kBT)m = g U

Bis auf den Faktor 2 / 3 sind das grofSkanonische Potential €2 und die Energie oder die innere Energie
U gleich, so dafl die merkwiirdige Relation, auch CLAPEYRON—Gleichung genannt,

pV:%U

giiltig ist. Fiir das ideale Gas ohne Quanteneffekte ist U = 3N/kpT also diese Gleichung auch im
klassischen Grenzfall erfiillt!
Die Gleichung der Adiabaten 148t sich daraus, indem man die Differentiale bildet, ableiten

pdV +dpV = % (TdS —pdV) .
Da dS = 0 ist fiir eine Adiabate, erhilt man folgende differentielle Beziehung
% pdV +dpV = 0,

die integriert

pV5/3 = const

ist. Die Temperaturabhingigkeit bekommt man ebenfalls aus der Beziehung pV = 2U/3, indem man
benutzt, daB der Druck p durch p = —9U/JV ausdriickbar ist. Damit erhdlt man eine Differential-
gleichung
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-
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deren Losung offensichtlich U o« V' ~4/° ist. Da aber U der Teilchenzahl proportional sein muf, ist es

notwendig den Faktor S/ hinzuzufiigen. Die Temperatur ist dann mit 7 = U / aS

T x V-2/38%/3  dh. fiir § =const V T3/2 = const

Also sind dieselben Adiabatengleichungen wie fiir das klassische einatomige Gas giiltig.



