III Ideale Quantengase
81 Bose- und Fermistatistik

Bis jetzt haben wir nur das klassische Gas behandelt. Im folgenden sollen die wichtigsten Formeln
fiir ein ideales Gas, bei dem die Quantenmechanik wirklich berticksichtigt ist, diskutiert werden. Die
Energie ¢, eines Teilchens in einem Wiirfel L x L x L ist

ex = k2h%/(2m) mit k= (2r/L) {v1, va, vs} und p; ganz

mit der Wellenfunktion
k() o< exp(i k)

Dabei hat man sogenannte periodische Randbedingungen gewéhlt: (7 + é) = ¢(¥) mit dem Ver-
schiebungsvektor R = L{n1, na, n3}, wobei die n; = 0, =1 sind.

Mit vielen Teilchen N ist die Wellenfunktion ¥ ein Produkt der Einteilchenwellenfunktionen 1,
die Energie die Summe der Einteilchenenergien e

N! N N
(7, Ty -+ FN) = Z (£1)perm H Do, () 7 E= Z €k, -
perm n=1 n=1

Sind die Teilchen ununterscheidbar, dann darf sich die Wellenfunktion nicht &ndern, wenn man die
Koordinaten in der Wellenfunktion ¥ vertauscht, dh. die Produktwellenfunktion ¢ muf noch “sym-
metrisiert” werden. Dies geschieht in der folgenden Weise, man summiert iiber alle N! Permutationen.
Dabei unterschiedet man zwei Falle:

(a) Bosestatistik: alle Permutationen tragen mit einem positiven Vorzeichen bei.

(b) Fermistatistik: alle ungeraden Permutationen tragen mit einem negativen Vorzeichen bei.

Die Antisymmetrie der Wellenfunktion unter Permutation von zwei Koordinaten hat zur Folge,
daBl keine Quantenzahl doppelt auftreten kann. In der Spektroskopie der Atome nennt man diese
Tatsache das Pauliverbot fiir die elektronischen Zusténde. Im anderen Fall kénnen die Einteilchen-
zustande mit gleicher Quantenzahl k beliebig oft “besetzt” werden.

Man hat herausgefunden, dafl alle Teilchen mit ganzen Spin, Bosonen sind, wahrend alle Teilchen
mit ungeradzahligem Spins Fermionen sind. Die beiden Quantenfliissigkeiten He, mit Spin 0 und
Hesz mit Spin 1/2 verhalten sich wegen des Unterschieds im Kernspin vollig anders bei Temperaturen
unter 3°K, allerdings sind die Wechselwirkungen zwischen den Heliumatomen grof}, so dal das ideale
Quantengas nicht ihre Eigenschaften bei tiefen Temperaturen erklaren kann.

Mit dem chemischen Potential y 148t sich die Zustandsumme sofort notieren:

(a) Die Zustandssumme fiir ein einzelnes Niveau mit der Quantenzahl k ist:

2" =1+ exp(—(ex — ) /kpT) + exp(=2(ex — ) /kpT) + -+ = 1/[1 — exp(— (e — p)/ (kpT)]

(b) Die Zustandssumme fiir ein einzelnes Niveau mit der Quantenzahl k ist hier einfacher, weil das
Niveau nur unbesetzt oder einmal besetzt sein kann

Z" =1+ exp(—(ex — p)/kpT)

Die Zustandsumme {iiber alle Einteilchenzustidnde ist dann Z = [], Zx, so da das thermody-
namische Potential 2 = —kpT In Z folgende Summe ist

1



(a) : QO = kpT Y, Il — exp(— (e, — p)/ (kpT))]
(b) : Q) = —kpT 32, In[1 + exp(—(ex — p)/(kpT))]

Um mit diesen Potentialen etwas anfangen zu koénnen, mufl man die Teilchenzahl N berechnen.
Im Falle der Fermistastik erhalt man fiir die Besetzung des k-ten Quantenzustandes

A0 _ oo ew((e—w)/(ksT)) 1
: Op  1+exp(=(ex —p)/(kT))  exp((ex —p)/(kpT)) +1

dh. die Fermiverteilung. Fiir den Bosefall bekommt man analog

00 exp(—(ex — 1)/ (kBT)) 1

A0) _ _
ET T 0n T T—exp(—(ex — w)/(kpT))  expl(er — )/ (kpT)) — 1

die Boseverteilung.

Summiert man tiber alle k—Zustédnde oder benutzt die Gleichung —9Q /0y = N, dann erhélt man
(a) : N©® =37 1/lexp((ex — p)/(kpT)) ~ 1]
(b) : ND = 57, 1/lexp((ex — p)/(kpT)) +1]

Soweit die Formeln fiir die Potentiale und die Bose— und Fermiverteilung! Obwohl sie so dhn-
lich aussehen, beschreiben sie eine vollig verschiedene Physik bei tiefen Temperaturen. Bei hohen
Temperaturen niaheren sich die Quantengase in ihrem Verhalten jedoch dem klassischen idealen Gas.
Statt der Temperaturen kann man auch die Dichten variieren, um vom Quantengas zum klassischen
Gas zu kommen. Falls die Dichte gering ist, sind die Quanteneffekte klein.

Ubung: Zeigen Sie, daf fiir 4 — —oco die Formeln fiir das klassische ideale Gas herauskommen.
Dies gilt sowohl flir den Bose— als auch fiir den Fermifall!



