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1 Einleitung

1.1 Geschichte der Bose-Einstein-Kondensation

Das erste Experiment, welches in einem Zusammenhang zur Bose-Einstein-Kondensation steht, wurde
schon 1911 vom Niederldnder Kamerlingh Onnes durchgefiihrt, auch wenn damals das Phinomen der
Bose-Einstein-Kondensation noch gar nicht bekannt war. Kamerlingh Onnes entdeckte die Supraleitung
von Quecksilber unterhalb von 4,2 K, wofiir er schon 1913 den Nobelpreis erhielt. Das Phinomen
der Supraleitung entsteht dadurch, dass zwei Fermionen durch Phononen vermittelt ein bosonisches
Cooper-Paar bilden. Die Cooper-Paare kondensieren bei kleinen Temperaturen im Grundzustand an
der Fermi-Kante und das System leitet in diesem Zustand elektrischen Strom widerstandsfrei. Die
Theorie zur Supraleitung, die so genannte BCS-Theorie, wurde von den Physikern Bardeen, Cooper
und Schrieffer in den fiinfziger Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts entwickelt, wofiir sie 1972 den
Nobelpreis erhielten.

1924 wurde die Bose-Einstein-Kondensation zum ersten Mal theoretisch behandelt. Bose leitete in
einer Arbeit die Plancksche Strahlungsformel her, in dem er die Photonen als Gas ununterscheidbarer
masseloser Teilchen beschrieb. Einstein griff diese Idee im gleichen und darauf folgenden Jahr auf und
erweiterte die Theorie auf ununterscheidbare massive Teilchen. Damit wurde die Theorie der Bose-
Einstein-Kondensation fiir wechselwirkungsfreie Teilchen begriindet.

1937 wurde ein zweites Experiment druchgefiihrt, das indirekt mit der Bose-Eintein-Kondensation
zusammenhiingt. Kapiza entdeckte, dass “He bei geringen Temperaturen suprafluid wird, wofiir er
1978 den Nobelpreis erhielt. Ahnlich wie ein Supraleiter elektrischen Strom widerstandsfrei leitet, so
bezeichnet die Suprafluiditéit das Phinomen, dass eine Fliissigkeit reibungsfrei fliefen kann. *He besteht
aus Bosonen, weshalb die makroskopische Besetzung des Grundzustands moglich ist. Ist dies der Fall,
so ist das Helium suprafluid. Die Theorie zur Suprafluiditit wurde in den 1940er Jahren von Landau
entwickelt, wofiir er 1962 den Nobelpreis erhielt.

In den achtziger Jahren wurde die Grundlage zur experimentellen Realisierung der Bose-Einstein-
Kondensation gelegt. Diese ist nidmlich erst bei sehr geringen Temperaturen im nK-Bereich moglich.
Erst durch die Entwicklung der Laserkiihlung von Chu, Cohen-Tannoudji und Phillips gab es die
Moglichkeit, solche geringen Temperaturen zu erreichen, wofiir sie 1997 mit dem Nobelpreis geehrt
wurden.

Erst 1995 wurde die Bose-Einstein-Kondensation direkt im Experiment realisiert. Fast zeitgleich
fiihrten Gruppen am MIT um den Deutschen Ketterle mit Natrium und am JILA um die Amerikaner
Wieman und Cornell mit Rubidium diese Experimente durch, wofiir 2001 der Nobelpreis verliehen
wurde [1]. In Abbildung 1 sind Aufnahmen zu den Experimenten am JILA dargestellt. Sie zeigen
die Geschwindigkeitsverteilung von 20000 8”Rb-Atomen, die in einer anisotropen harmonischen Falle
gefangen wurden.

Abbildung 2 zeigt ein Periodensystem, in dem die Elemente farbig markiert sind, mit denen man

bis heute Bose-Einstein-Kondensate herstellen konnte.

1.2 Bosonen und Fermionen

Zwei Teilchen heifen identisch, wenn all ihre inneren Eigenschaften (Masse, Spin, Ladung, ...) exakt
iibereinstimmen. In der Quantenmechanik gibt es kein Experiment, in dem man zwei identische Teilchen

voneinander unterscheiden kénnte. Wenn ein physikalisches System zwei identische Teilchen enthilt,



Abbildung 1: Geschwindigkeitsverteilung gekiihlter §*Rb-Atome. Parameter des Experiments: N =
20000, w1 = wo = w3/v/8 = 27 - 120Hz.

so werden also seine Eigenschaften und seine Zeitentwicklung nicht beeinflusst, wenn die Teilchen
vertauscht werden.

Anders als in der klassischen Mechanik stellt es in der Quantenmechanik ein Problem dar, Systeme
von identischen Teilchen zu behandeln. Durch Vertauschung der Teilchennummerierung gelangt man
zu mathematisch verschiedenen Moglichkeiten, ein System zu beschreiben. Natiirlich darf die Numme-
rierung, die ja nur ein Hilfsmittel der Theorie ist, keinen Einfluss auf physikalische Vorhersagen haben.
In der Quantenmechanik verdndern sich aber die Vorhersagen, sofern man sich auf eine der moglichen
mathematischen Beschreibungen festlegt. Der anschauliche Grund hierfiir liegt darin, dass man den
Teilchen keine eindeutige Trajektorie zuordnen kann. Selbst wenn zur Zeit ¢ty die Wellenfunktionen von
zwei Teilchen rdumlich voneinander getrennt sind, konnen sie im Laufe der Zeit {iberlappen und man
verliert ihre “Spur”. Weist man ein Teilchen durch eine Messung in einem Raumgebiet nach, so kann
man nicht entscheiden, um welches der beiden Teilchen es sich hierbei handelt.

Dieses Problem wird durch das so genannte Symmetrisierungspostulat gelost. Dieses besagt, dass

der Zustandsvektor |u) eines Systems aus N identischen Teilchen entweder total symmetrisch
P, |u) = |u) (1.2.1a)

oder total antisymmetrisch
P, |u) = €4 |u) (1.2.1b)

beziiglich der Teilchenvertauschung sein muss.
Hierbei bezeichnet ¢, die Paritét der Permutation P, und der Zustand |u) ist aus dem Tensorproduk-

traum der Einteilchen-Hilbertraume H;, also eine Superposition der Basisvektoren

[01) ® [Puy) @ oo @ |@un) =0 1110052 @uys s N 20y ) (1.2.2)

wobei |p, ) die Basisvektoren des Einteilchen-Hilbertraumes sind.
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Abbildung 2: Periodensystem der kondensierten Elemente.

Man betrachte nun die Operatoren:
1
S = MZPQ , (1.2.3a)

1
A = mzfapa . (1.2.3b)

N
S ist Projektor auf den Unterraum Hg, den Unterraum der total symmetrischen Vektoren von ® H;,
i=1

N
und A ist Projektor auf H 4, den Unterraum der total antisymmetrischen Vektoren von ® H;. Es gilt
i=1

namlich:

P3S=8P3=385, (1.2.4)
PgA = A.Pg = EQA . (1.2.5)

Somit ergibt die Wirkung von S bzw. A auf einen beliebigen Vektor einen total symmetrischen bzw.
total antisymmetrischen Vektor.
N
Von einem beliebigen Basisvektor aus ® H; gelangt man zu einem physikalischen Basisvektor,
i=

also einem der nach dem Symmetrisierungspostulat das System beschreibt, durch Anwendung der

Symmetrisierungsoperatoren S bzw. A. Das Symmetrisierungspostulat schrinkt also den Hilbertraum

® H,; auf die Unterrdume Hg und H 4 ein [2].
= Tellchen die durch symmetrische Vektoren beschrieben werden, heifsen Bosonen. Teilchen, die durch
antisymmetrische Zusténde beschrieben werden, heiffen Fermionen.

Eine sehr wichtige Folgerung aus dem Symmetrisierungspostulat ist, dass Bosonen Zustinde mehr-
fach besetzen kdnnen, wihrend dies fiir Fermionen nicht mdglich ist, da hier der Zustandsvektor zum

Nullvektor wird, sobald zwei Teilchen im selben Zustand sind. Dies sei anhand eines Zweiteilchenzu-



Abbildung 3: a) Die Familie Bose bei einem Gruppenfoto. b) E. Fermi vor einer Tafel.

stands aufgezeigt:

S:gi2:0)=5(1:pi2:0)+[1:932:9) =[1:9;2:9) , (1.2.6a)
Al:g;2:0) =2 ([1:952:0) —|[1:9;2:¢)) =0. (1.2.6b)

Dass fiir Bosonen eine mehrfache Besetzung von Zustidnden moglich ist, soll in Abbildung 3 a) veran-
schaulicht werden. So wie die Familie Bose sich fiir dieses Gruppenfoto dicht dringt, so verhalten sich
auch die Bosonen. Fermionen verhalten sich so wie ihr Namensgeber in Abbildung 3 b): Thnen ist es
nur moglich, einen Zustand einfach zu besetzten.

Ein weiterer, davon zunéchst unabhingiger Zugang zu den zwei verschiedenen Teilchenklassen
liefert die quantenmechanische Beschreibung des Drehimpulses. Im Stern-Gerlach-Experiment stellt
man fest, dass Elementarteilchen eine innere Eigenschaft haben, mit der ein magnetisches Moment
verkniipft ist. Diese Eigenschaft 1dsst sich durch den Eigendrehimpuls, den Spin, der Teilchen beschrei-
ben. Behandelt man den Drehimpuls quantenmechanisch, so stellt man fest, dass das Quadrat eines
Drehimpulsoperators die Eigenwerte j(j + 1)A% mit ganz- oder halbzahligem j annehmen kann. Der
Operator einer Komponente des Drehimpulses (meist als z-Komponente bezeichnet) kann dann nur die
Eigenwerte mh mit m = —j,—j + 1,...,j — 1, j annehmen. Diese beiden Quantenzahlen charakterisie-
ren den quantenmechanischen Drehimpuls vollstindig. Da es sich beim Spin um innere Eigenschaften
der Teilchen handelt, dndert sich dieser nicht. So hat also ein Teilchen entweder eine ganz- oder eine
halbzahlige Spinquantenzahl. Diejenigen Teilchen mit ganzzahliger Quantenzahl heiffen Bosonen und
diejenigen Teilchen mit halbzahliger Quantenzahl heifsen Fermionen.

Den Zusammenhang zwischen dem Spin eines Teilchens und der Symmetrie der Zustandsvektoren
liefert die relativistische Quantenfeldtheorie im Rahmen des Spin-Statistik-Theorems von Pauli. Es
lasst sich dort zeigen, dass Felder, die Teilchen mit halbzahligem Spin beschreiben, wie z.B. das Dirac-
Feld, nur fermionisch und Felder, die Teilchen mit ganzzahligem Spin beschreiben, wie z.B. das Klein-
Gordon-Feld, nur bosonisch quantisiert werden kdnnen. Sowohl die bosonische Quantisierung des Dirac-
Feldes als auch die fermionische Quantisierung des Klein-Gordon-Feldes fithren zu Widerspriichen und

miissen deshalb ausgeschlossen werden [3].
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Abbildung 4: Definition des kritischen Punkts durch die de Broglie-Wellenléinge Aqp und den intera-
tomaren Abstand d.

1.3 Phinomenologischer Zugang zur kritischen Temperatur

Einen phinomenologischen Zugang zur kritischen Temperatur des freien, idealen Bose-Gases vermittelt
die Abbildung 4. Es stellt einen Zusammenhang zwischen dem interatomaren Abstand d der Teilchen,
ihrer thermischen de Broglie-Wellenldnge Agp, welche ein Mafs fiir die Ausdehnung der Wellenpakete
der Teilchen ist, und der kritischen Temperatur T her.

Die de Broglie-Wellenlédnge der Teilchen berechnet sich durch:

h

Ay = 1.3.1

= (131)

Ersetzt man in (1.3.1) den Impuls Mv durch den thermischen Impuls eines idealen, freien Gases, so
ergibt sich:

AdB =1 h (1.3.2)

2MkpT)1 /2

Man erkennt die Proportionalitit A\qg o< 7~ 1/2

, die sich in Abbildung 4 durch eine Vergroferung der
dargestellten Wellenpakete von hohen zu niedrigen Temperaturen hin widerspiegelt.

Der interatomare Abstand d ist dadurch definiert, dass sich gerade ein Teilchen in jedem Wiirfel
der Kantenlinge d befindet. Mit dieser Definition ergibt sich der folgende Zusammenhang zwischen
Teilchendichte n und dem Abstand d:

n=g. (1.3.3)

In Abbildung 4 ist nun folgender Gedanke veranschaulicht: Die Ausbildung einer makroskopischen
Grundzustandswellenfunktion beginnt, sobald die Wellenpakete der Teilchen interferenzfihig werden,
sie sich also iiberlappen. Dies ist der Fall, sobald die de Broglie-Wellenlénge in die Gréfsenordnung des

interatomare Abstands d gelangt. Somit ist die kritische Temperatur T nach diesem Ansatz durch
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die Bedingung
AdB,C
d

gegeben. Ersetzt man in (1.3.4) d durch n geméf (1.3.3), so erhilt man:

Aa.c ~ d ~1 (1.34)

A
ds’c = (Mpen)'? (1.3.5)

Aus einer zu Abschnitt 2.4 analogen Berechnung der kritischen Temperatur des idealen, freien

Bose-Gases ergibt sich die Beziehung:
Aig.cn = ((3/2) ~ 2,612 (1.3.6)

Dabei ist Aqp ¢ durch (1.3.2) gegeben und ((z) = > 1/5* bezeichnet die Riemannsche Zeta-Funktion.

7j=1
Setzt man (1.3.6) in (1.3.5) ein, so ergibt sich:
A
®L - (Mpon)® ~ (2,612)/3 ~ 1,377~ 1. (1.3.7)

Aufgrund dieser Gleichung ist der in Abbildung 4 dargestellte, anschauliche Zugang zur kritischen
Temperatur berechtigt.

1.4 Laserkiihlung

Die Idee der Laserkiihlung ist eine sehr einfache: Wenn man in einer Falle befindliche Atome bzw.
Molekiile mit resonantem Licht bestrahlt, so werden sie durch Absorption der Photonen und dem
damit verbundenen Impulsiibertrag, ihre kinetische Energie und damit ihre Temperatur verdndern.
Nach Absorption eines Photons befindet sich ein Teilchen in einem elektronisch angeregten Zustand.
Nach einer gewissen Zeit wird es unter Reemission eines Photons derselben Frequenz, wie die des
absorbierten Photons, wieder in den Grundzustand {ibergehen. Wie man in Abbildung 5 a) erkennt,
ist die spontane Reemission isotrop. Féllt also ein Atom spontan in seinen Grundzustand zuriick, so
ist die Richtung des reemittierten Photons zufillig. Da die Photonen aber vor der Absorption eine
Vorzugsrichtung hatten, werden die Teilchen in diese Richtung beschleunigt bzw. abgebremst. Eine
Verringerung der kinetischen Energie findet nur dann statt, wenn sich das absorbierende Teilchen auf

die Lichtquelle zu bewegt. Um dies zu erreichen und stimulierte Emission zu unterbinden, nutzt man



Abbildung 6: Veranschaulichung der evaporativen Kiihlung.

den Effekt der Dopplerverschiebung. Sich auf die Lichtquelle zu bewegende Teilchen “sehen” das Licht
unter einer anderen Frequenz als solche, die sich von der Lichtquelle forthewegen oder ruhen. Man
stimmt also die genutzte Laserfrequenz so ein, dass das Licht nur fiir die Teilchen, die sich auf die
Lichtquelle zu bewegen, resonant ist. Wenn man zwei gegenldufige Laser mit gleicher Frequenz in allen
drei Raumrichtungen nutzt, so ergibt sich fiir jede Richtung eine geschwindigkeitsabhéngige Kraft, wie
sie in Abbildung 5 b) dargestellt ist [4].

Die Teilchenfalle wird in Experimenten meist durch Magnetspulen in Helmholtz-Anordnung er-
zeugt, d.h. der Abstand der Spulen entspricht gerade ihrem Radius (siehe Abbildng 5 ¢)). Um einen
parabelférmigen Bereich im Potentialverlauf zu erhalten, muss der Strom durch die Spulen gegenliufig
sein: [ = —1Is.

Eine natiirliche Grenze der Laserkiihlung ist durch die Reemission gegeben: Die Teilchen haben nach
der Reemission immer einen mindestens so grofen Impuls wie der der Photonen. Mit der Laserkiihlung

erreicht man daher den pK-Bereich.

1.5 Evaporative Kiihlung

Noch tiefere Temperaturen als mit der Laserkiihlung erreicht man mit der evaporativen Kiihlung, die
auch Verdampfungskiihlung genannt wird. Die Idee ist sogar noch einfacher als die der Laserkiihlung:
Die Teilchen befinden sich im harmonischen Potential, welches eine gewisse Hohe hat. Durch Stéfte und
andere Wechselwirkung zwischen den Teilchen finden stéindig Energieiibertrige zwischen den Teilchen
statt. Auf diese Weise konnen Teilchen ohne dufere Einwirkung zu Energien gelangen, die oberhalb der
Potentialhohe liegen. Solche Teilchen entweichen dann aus der Falle und die zuriickbleibenden Teilchen
haben eine geringere Temperatur. Senkt man schrittweise die Potentialhthe ab, so beschleunigt sich
die Kiihlwirkung, wie in Abbildung 6 dargestellt [5]. Mit der evaporativen Kiihlung erreicht man nK-
Bereich.

Es dréngt sich der Vergleich mit dem Kiihlmechanismus von Kaffee in einer Tasse auf: So wie der
Kaffee seine Temperatur verringert, in dem er heiffe Molekiile in Form von Kaffeedampf abgibt, so

wird auch die Temperatur der Teilchen in der Falle durch Abgabe von “heifien” Teilchen verringert.



2 Thermodynamik

2.1 Grollkanonische Gesamtheit

Ziel der Thermodynamik ist es, ein gegebenes System mit grofser Teilchenzahl N durch makroskopisch
zugingliche Grofen wie Temperatur, Druck, Volumen usw. zu beschreiben. Man mdchte von den mdog-
lichen Mikrozustinden auf diese makroskopischen Gréfien schlieffen. Der elementare Zusammenhang
zwischen der Wahrscheinlichkeit p; eines Mikrozustands ¢ und der makroskopischen Grofe Entropie S

ist nach Boltzmann durch folgende Gleichung gegeben:
S = kaZpi Inp; . (2.1.1)

Befindet sich das System im thermodynamischen Gleichgewicht, hat es also einen bestimmten

Erwartungswert E fiir seine innere Energie und dariiber hinaus im Mittel N Teilchen, so gilt:
E = ZpiEi , (2.1.2a)

N = ZpiNi ) (2.1.2b)

Die rechten Seiten der Gleichungen (2.1.2a) und (2.1.2b) sind die Erwartungswerte der inneren Ener-
gie bzw. der Teilchenzahl, wie sie nach den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung gegeben sind,
wenn F; bzw. N; die innere Energie bzw. Teilchenzahl des Mikrozustands i ist. Auflerdem ist die

Wahrscheinlichkeitsnormierung durch

1= Zpi (2.1.2¢)

gegeben. Mit diesen Bedingungen kann man nun nach dem Prinzip der Maximierung der Entropie die
Wahrscheinlichkeit fiir den Mikrozustand ¢ berechnen. Um die Nebenbedingungen (2.1.2) im Ausdruck

fiir die Entropie zu beriicksichtigen, verwendet man die Methode der Lagrange-Parameter:

% [szi:Pi Inp; — A (;pz - 1) —K (;sz) — E) - (;Pd\ﬁ: - N)] Lo, (2.1.3)

Durch einen Vergleich mit der ph&nomenologischen Thermodynamik identifiziert man die Lagrange-
Parameter £ und 7 mit dem chemischen Potential y und der Temperatur 7'. Es ergibt sich die folgende

Wahrscheinlichkeitsverteilung:

1
pi = e HEN, (2.1.4)

wobei 8 = 1/kpT ist. Z wird als Zustandssumme bezeichnet und ist durch folgenden Ausdruck geben:

Z =Y e PN (2.1.5)

Aus der phidnomenologischen Thermodynamik ist der Zusammenhang zwischen Entropie S und der

freien Energie I’ bekannt:
OF

S(Tv‘/a/’é) = _67

. (2.1.6)
Vp

10



3]
=
®
®
3
£

m
o

L ]
=
w

Abbildung 7: Veranschaulichung der Betzungszahldarstellung.

Aus Wahrscheinlichkeitsverteilung p; (2.1.4) und der Entropie (2.1.1) ergibt sich ein Zusammenhang
zwischen der Entropie S und der Zustandssumme Z. Durch Integration von (2.1.6) folgt hieraus die

freie Energie F:

InZz
F(T,V,p) = —% . (2.1.7)
Auflerdem gilt der Zusammenhang
OF
N(T,V,p) = -2 (2.1.8)
o |,y

zwischen Teilchenzahl N und freier Energie F' [6].

2.2 Besetzungszahldarstellung

Die Besetzungszahldarstellung stellt eine kompakte Schreibweise fiir die symmetrisierten Basisvek-
toren dar, wie sie in Abschnitt 1.2 eingefiihrt wurden. Die Definitionsgleichung fiir einen Vektor in

Besetzungszahldarstellung lautet [2]:
S
|ny,ng,...) i=c A [1:01;2:015.5mn1 :o13n1 + 1 possmg + gt pa;..l) . (2.2.1)

Fiir einen bosonischen Zustand muss der Symmetrisierungsoperator S geméf (1.2.15a) verwendet wer-
den und fiir einen fermionischen Zustand der Antisymmetrisierungsoperator A (1.2.15b).
Die Besetzungszahlen n; geben also an, wie viele Teilchen sich im Zustand ¢ befinden. Fiir ein N-

Teilchen-System gilt dann natiirlich > n; = N. Die Normierungskonstante ¢ hingt davon ab, ob
Zustande mehrfach auftreten. Es gilt:

/N!/nilnsl...  fiir Bosonen |,

c= (2.2.2)
Vv N! fiir Fermionen .

Abbildung 7 veranschaulicht exemplarisch die Besetzungszahldarstellung, wobei die Einteilchen-
Zustande mit €; bezeichnet sind. Der gezeigte Zustand hétte in Besetzungszahldarstellung die Notation

[5,3,1,2,0,0,....), sofern alle anderen Zustinde unbesetzt wéren.
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Um ein System mit variabler Teilchenzahl N zu beschreiben, bietet sich der Fock-Raum an. Dieser

ist die direkte Summe aus allen N-Teilchen-Hilbertrdumen:

P % Hy. (2.2.3)
N=0

Da der Fock-Raum die direkte Summe der N-Teilchen-Raume ist, bilden deren Basen eine Basis
des Fock-Raums:

{N;nl,ng,...> | ZnM:Nv N:O,1,2,3,...} .

m

Es sei bemerkt, dass hier eine neue Notation der Besetzungszahldarstellung eingefiihrt ist: Als man
nur im H y operierte, war eine Angabe der Gesamtteilchenzahl N nicht notwendig, hier sie es allerdings.

Im Fock-Raum kann man nun die Erzeuger und Vernichter wie folgt definieren:

al,:FxH — F 2.2.4a
IN;..,n,,..) — n, +1|IN+1;..,n,+1,..), 2.2.4b
a,:FxH — F (2.2.4c
IN;.ynpy ) — /ny |[N—=1;...,n, —1,..) . (2.2.4d

( )
( )
)
)

H ist der Einteilchen-Hilbertraum. @, erzeugt also ein Teilchen im Zustand |¢,), wihrend @, ein
Teilchen in diesem Zustand vernichtet. Die oben eingefiihrte Definition suggeriert bereits, dass @, und
a, zueinander adjungierte Operatoren sind, was durch eine einfache Rechnung nachgewiesen werden
kann.

Mit diesen Definitionen kann nun ein Einteilchen-Operator B durch d, und af ausgedriickt werden:

B = Z <Q0X ‘ b | ()0/1.> dié/t ) (225)
Ap

wobei b der im Einteilchen-Hilbertraum wirkende Operator ist, aus dem sich B additiv zusammensetzt.

N = dba, =Y iy (2.2.6)

v v

Der Operator

mit 7, = aa, erfiillt die Eigenwertgleichung:
N|N;ni,ng,...) = N|N;ni,ng,...) . (2.2.7)

N ist selbstadjungiert und wird als Teilchenzahloperator bezeichnet. Die Operatoren 7, stellen die
Besetzungszahloperatoren dar, da ihre Eigenwerte n, die Besetzungszahlen sind (7, 8].

Es wird nun ein System von nicht wechselwirkenden Atomen in der Besetzungszahldarstellung be-
trachtet. Als Basis des Einteilchen-Hilbertraums werden die Eigenfunktionen {|p,)} des Einteilchen-
Hamilton-Operators A mit den Eigenwerten ¢, gewdhlt. Dann ist der Hamilton-Operator nach Glei-

chung (2.2.5) gegeben durch:

H=> (ox|h]gu)ala, = exix . (2.2.8)
A A
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Bhw < 1 BEC

“‘CHHC] - % h\chClah““lC g

Abbildung 8: Schematische Darstellung der Grundgedanken der semiklassischen Naherung.

Die Eigenwerte des Hamilton-Operators sind dann:
E; =) eanx, (2.2.9)
A

wobei der Mikrozustand ¢ durch einen festen Satz von Besetzungszahlen ny gegeben ist. Entsprechend

ergibt sich die Teilchenzahl eines Mikrozustands durch den Eigenwert des Teilchenzahloperators:
Ni=Yna. (2.2.10)
A

Betrachtet man nun ein groffkanonisches Ensemble aus Systemen von Teilchen ohne Wechselwir-
kung, so ist die Zustandssumme durch

7 Ze_ﬁ i—uN;) Ze 527”\ EA—H) N HZ —Bnx(ex—p) (2.2.11)
%

A

gegeben. Fiir Bosonen liuft die Summe iiber ny von 0 bis co und die sich ergebende geometrische
Reihe konvergiert fiir p < e gegen:

z=T] [1 - e*ﬁ@r“)} o (2.2.12)
A

Daraus ergibt sich die freie Energie F' geméf (2.1.7) zu
Fe-tmz-"ln 11 [1 - e*%ru)} o lZm [1 — e Alem (2.2.13)
E 54 52

Aus diesem Ausdruck ergibt sich die Teilchenzahl nach (2.1.8) zu

N = —g—i - 2; [ef’@r“) - 1} o (2.2.14)

Demnach setzt sich die Teilchenzahl N aus den mittleren Teilchenzahlen zusammen, die durch die

Bose-Einstein-Verteilung beschrieben werden.
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2.3 Semiklassische Ndherung

Nun soll die semiklassische Ndherung zur Auswertung der Summe (2.2.14) vorgestellt werden, deren
Grundgedanken in Abbildung 8 veranschaulicht sind.
Da der quantenmechanische Grundzustand makroskopisch besetzt werden kann, muss dieser separat

behandelt werden. Hierzu wird der Summand fiir A = 0 aus der Summe (2.2.14) herausgezogen:

N = N0+Z[ (ex—n) }71. (2.3.1)
A#£Q

Die Summe iiber die diskreten Energieniveaus €y soll in ein Integral iiber ein Energiekontinuum iiber-
fiihrt werden. Um die Summe durch den Grenzwert einer Riemannschen Summe, also durch das In-
tegral, ersetzen zu konnen, ist es notwendig, dass die zu summierende Funktion sehr kleine “Spriinge”
macht. Mit der Forderung, dass das Argument der Exponentialfunktion kleine “Spriinge” macht, ist

diese Bedingung erfiillt. Die semiklassische Ndherung ist also unter der Bedingung
Bea }S‘Ef" Bhw < 1 (2.3.2)
SZ1.

eine sinnvolle Ndherung. Typische Zahlenwerte der Fallenfrequenz liegen bei f = ®/2m ~ 100 Hz, so
dass bei Temperaturen in der Umgebung des kritischen Punktes von T ~ 100 nK die Bedingung (2.3.2)
erfiillt ist: Shw ~ 0, 048.

Zuletzt wird nun auch iiber Energien unterhalb der Grundzustandsenergie integriert, also die Grund-
zustandsenergie g = 0 gesetzt. Dies ist insofern inkonsequent, da der Grundzustand ja von der Summe
separiert wurde. Die Grundzustandsenergie ergibt sich aus quantenmechanischen Rechnungen fiir den
harmonischen Oszillator in drei Raumdimensionen zu €y = 3hiw /2. Aufgrund der Bedingung (2.3.2) ist
es aber gerechtfertigt, diese formal auf Null zu setzten.

Somit ergibt sich die Teilchenzahl in semiklassischer Ndherung zu:

d*zd®p <) -1
N:N0+/ Gnh [eﬂ[H( Pl 1] (2.3.3)

Hier wurden die diskreten Energien €, durch die klassische Hamilton-Funktion H(x, p) ersetzt [9].

2.4 Ideales Bose-Gas in harmonischer Falle

Die im letzten Abschnitt erarbeiteten Ergebnisse sollen nun auf den Fall des idealen Bose-Gases in ei-

nem harmonischen Fallenpotential angewandt werden. Die Hamilton-Funktion ist dann gegeben durch:
H(x,p) = 5y-+ —Zw : (2.4.1)
Mit der Abkiirzung z = e~ PlH(P)=#] hat die Bose-Einstein-Verteilung die Form:

1 z >
[ — — J
po e Tl P E 2, (2.4.2)
=1

wobei sich die rechte Seite durch Reihenentwicklung des Bruchs um den Punkt zg = 0 ergibt. Mit
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Abbildung 9: Temperaturabhingigkeit des chemisches Potential fiir ein ideales Bose-Gas.
dieser Gleichung wird die Teilchenzahl (2.3.3) zu:

3 3
N=No+3) / F2dp i 4 (20> +02yP 02+ gy (R4 pd 402 -] | (2.4.3)

Die sechs Gaufi-Integrale konnen gelost werden und es folgt:

Y-z

<1 21\ 1 orM\*? Cs(ePH)
NovoS o () wama () TN Giep e @49

Dabei ist @ = (wyw,w,)'/? das geometrische Mittel aus den Fallenfrequenzen und ¢, (z) = § 27 /§" eine
Verallgemeinerung der Riemannschen Zeta-Funktion, die so genannte polylogarithmischg i‘lunktion.

Gleichung (2.4.4) stellt eine implizite Gleichung fiir p(7T") fiir Temperaturen 7' > Téo) dar. In
Abbildung 9 ist ein entsprechender Plot dargestellt. Man erkennt, dass es eine kritische Temperatur T((;O)
gibt, bei der das chemische Potential den Wert Null annimmt und damit mit der Grundzustandsenergie
der semiklassischen Ndherung iibereinstimmt.

Das chemische Potential gibt die aufzubringende Energie an, um ein weiteres Teilchen ins ther-
modynamische Gleichgewicht des Systems einzufiigen. Wenn nun fast alle Teilchen im Grundzustand
sind, so wird diese Energie gerade der Grundzustandsenergie entsprechen. Somit definiert die Tempera-
tur, bei der das chemische Potential die Grundzustandsenergie annimmt, die kritische Temperatur bei
der die Bose-Einstein-Kondensation beginnt. Aufferdem sind in der Hochtemperaturphase die meisten
Teilchen in angeregten Zustinden oder genauer formuliert: der Quotient Ny/N verschwindet, so dass
die Grundzustandsbesetzung Ny zu vernachliissigen ist. Diese Uberlegungen zusammengefasst ergeben

also die Beziehungen:

Gas-Phase T' > Téo) : No/N=0, pn<o0, (2.4.5a)
Kondensat-Phase T' < Téo) : No/N>0, pn=0. (2.4.5D)

Am kritischen Punkt sind dann beide Bedingungen (2.4.5a) und (2.4.5b) erfiillt, so dass gilt:

T=TY: Ny/JN=0,=0. (2.4.6)
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Abbildung 10: Temperaturabhéngigkeit der kondensierten Atome: Vergleich zwischen der semiklassi-
schen Theorie des idealen Bose-Gases (gestrichelte Linie) in einer harmonischen Falle mit dem Expe-
riment (Punkte).

Diese Bedingungen eingesetzt in Gleichung (2.4.4) ergibt:

©_ha[ NV
e =1 [4(3)} , (2.4.7)

wobei zu beachten ist, dass die polylogarithmische Funktion fiir den Argumentwert Null in die Rie-
mannsche Zeta-Funktion iibergeht: ¢, (0) = ((v).

Die semiklassische Ndherung Gho — 0 impliziert den thermodynamischen Limes N — oo, wie man
in Gleichung (2.4.4) erkennt. Damit Tg)) auch fiir NV — oo endlich und konstant bleibt, muss gefordert
werden, dass

hoN'? = const (2.4.8)

gilt. Fiir groffe N und sehr flache Fallenpotentiale muss also Bedingung (2.4.8) gewahrt bleiben. Hier hat
man also eine #hnliche Situation, nimlich N — oo, id — oo, hoN'/3 = const, wie beim homogenen

Bose-Gas. Fiir dieses ist der thermodynamische Limes durch N — oo, V' — 0o, N/V = const definiert.

2.5 Korrekturen

Aus der Teilchenzahl (2.4.4) gewinnt man die Temperaturabhéngigkeit der relativen Besetzung des

Grundzustands Ny/N. In der Tieftemperaturphase T' < T((;O) gilt = ¢eg = 0, so dass aus (2.4.4) mit

(2.4.7) folgt:
3
No T
— =1—-—= . 2.5.1
v (3m) o

In Abbildung 10 werden die Daten eines Experiments von Cornell, Wieman und Ensher aus dem
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Jahr 1996, welches mit 8”Rb-Atomen durchgefiihrt wurde, mit dieser Funktion verglichen. Man erkennt,
dass die experimentell bestimmte kritische Temperatur kleiner als die theoretisch vorhergesagte ist.

Dies ldsst sich damit begriinden, dass in der Rechnung aus Abschnitt 2.4 einige vereinfachende
Annahmen getroffen wurden. So wurde der Grenzwert Shw — 0 betrachtet, welcher den Grenzwert
N — oo impliziert. Auflerdem wurde von einem idealen, also einem wechselwirkungsfreien Bose-Gas
ausgegangen. In diesem Abschnitt sollen nun Korrekturen zu diesen Vereinfachungen vorgestellt wer-
den.

Wir behandeln zunéchst Korrekturen, die die Endlichkeit des realen Systems beriicksichtigen, also
Korrekturen zum Grenzwert N — oo, die Finite-Size-Korrekturen genannt werden. Die Einschrénkung
auf Systeme, fiir die Shw — 0 im Bereich der kritischen Temperatur gilt, war notwendig, um die
Summe in (2.3.1) in ein Integral zu {iberfithren. Ausgangspunkt der Finite-Size-Korrekturen soll nun
eine Verbesserung dieser Approximation sein. Dies geschieht durch die Euler-MacLaurin-Formel [9],

welche eine exakte mathematische Identitét fiir eine Summe iiber diskrete Funktionswerte f(k) ist:

b
> fk) :/f(t)dt+%[f(a)+f(b)] +o (2.5.2)

a<k<b

Man sieht, dass der erste Summand der rechten Seite von (2.5.2) gerade dem Approximationsintegral
entspricht, wie es in Abschnitt 2.4 verwendet wurde. Um diese Approximation zu verbessern, wird nun

auch der zweite Summand ausgewertet. So erhélt man einen neuen Ausdruck fiir die Teilchenzahl:

Gs(e) | 3Bhwla(er)

N = Ny + (ﬂm)3 2(5%)3 vy

(2.5.3)

wobei @ = (wg +wy +w.)/3 das arithmetische Mittel der Fallenfrequenzen ist. Die Teilchenzahl (2.5.3)
setzt sich also aus der Teilchenzahl (2.4.4) und einem weiteren Summanden, der Finite-Size-Korrektur,
zusammen. Die kritische Temperatur wird aus (2.5.3) mit den gleichen Bedingungen wie in Abschnitt
2.4 gewonnen. Die korrigierte kritische Temperatur lautet:

o[ ((2)w

TC = C W + e . (2.5.4)

Nun sieht man auch, dass die Verbesserung der Abschitzung der Summe (2.2.14) durch die Euler-
MacLaurin-Formel die Endlichkeit des Systems N < oo beschreibt. Der Korrekturterm in (2.5.4) ist
proportional zu N~/3, d.h. die korrigierte Temperatur geht fiir N — oo in die kritische Temperatur
der semiklassischen Niherung T((JO) iiber.

Fiir typische Zahlenwerte der Teilchenzahl und der Fallenfrequenzen, wie sie in Abbildung 10 an-
gegeben sind, ist die Abweichung der korrigierten kritischen Temperatur von der Temperatur Téo) von
der Grofenordung —2,4% [9]:

AT To—TY (2)w
Téo) T((jO) 2C3/2(3)wN1/3

Nun soll die Wechselwirkung zwischen den Teilchen bei der Berechnung der kritischen Temperatur

beriicksichtigt werden. Hier wird allerdings nur die Stofswechselwirkung behandelt, welche durch das
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Potential
v(x—x') = gd(x —x') (2.5.6)

modelliert wird. Dabei hiingt die Stirke der Stofiwechselwirkung gemiR g = 4wh?a/M mit der aus der
Streutheorie bekannten s-Wellen-Streuléinge a zusammen. Ebenso wie bei den Finite-Size-Korrekturen
wird sich die Teilchenzahl durch Beriicksichtigung der Stofwechselwirkung verédndern. Weiter ist hier
zu beriicksichtigen, dass sich die Grundzustandsenergie g durch die Wechselwirkung und damit auch
das kritische chemische Potential verdndert, welches ja durch po = € gegeben ist. Aus einer Rechnung,
die sich auf die Vielteilchen-Storungstheorie in erster Ordnung stiitzt, ergibt sich die Abweichung der

neuen kritischen Temperatur von Téo) Zu:

AT,
T? - _C% ~—4, 7% . (2.5.7)
TC )\dB

Hierbei ist ¢ ~ 3,426 eine dimensionslose Konstante, die sich aus der oben erwdhnten Rechnung
auch analytisch angeben lisst. Der Wert von —4,7% folgt fiir die s-Wellen-Streuléinge von 3"Rb von
a(® Rb) =90 - 0,0529 nm und )\((1?3), wie es in (1.3.2) gegeben ist.
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3 Dynamik

3.1 Gross-Pitaevskii-Gleichung

Zu Beginn dieses Kapitels mochte ich an die Uberlegungen aus Abschnitt 2.2 ankniipfen. Dort wurde
gezeigt, dass ein Einteilchen-Operator im Fock-Raum wie in Gleichung (2.2.5) dargestellt werden kann.

Auf analoge Weise ergibt sich die Darstellung eines Zweiteilchen-Operators V:

N 1 TN
V=5 D (@iei | v orem)alalana . (3.1.1)
i,7,k,m
Dabei sind |¢,, @) = [1:¢u;2:¢,) die nicht symmetrisierten Zweiteilchenzustéinde und v der im

Zweiteilchen-Hilbertraum wirkende Operator, aus dem sich V additiv zusammensetzt.

Um die Bewegungsgleichung fiir die Kondensatwellenfunktion, die Gross-Pitaevskii-Gleichung, her-
zuleiten, ist es notwendig, Erzeuger und Vernichter von Teilchen in den uneigentlichen Zusténden |x)
zu betrachten: Geht man von der Basis {|¢,)} des Einteilchen-Hilbertraums zu einer anderen Basis
iber, so gilt fiir die Zustinde der neuen Basis:

) = Y {ew | xu) low) - (3.1.2)

Mit dieser Transformationsgleichung kann man den Erzeuger und Vernichter eines Teilchen im Zustand

|x.) angeben:

af, D lew Ixual, (3.1.3a)

v

iy, = > (xulew) g, - (3.1.3b)

v

Nun betrachte man den Erzeuger und Vernichter eines Teilchens im uneigentlichen Zustand |x):

<
%
i

e [x)al =Y pi(x)a), (3.1.4a)

v

U(x) = Sx|e)a = e(x)a,. (3.1.4b)

v

Die Bewegungsgleichung der Feldoperatoren W (x, t) = e!f1t/m(x)e~iHt/" in der Heisenberg-Darstellung
lautet fiir den Hamilton-Operator, der sich als Summe von kinetischer Energie, Einteilchen-Potential

U(x) und Zweiteilchen-Wechselwirkung V' (x,x’) zusammensetzt:

0 - h? - N . .
iﬁa\IJ(x7 t) = —WVQ + U(X):| U(x,t) —|—/d3x’\IIT(x’,t)V(x,x')\I'(x’,t)\I/(x,t) . (3.1.5)
Diese Gleichung hat die Form einer Schriodingergleichung mit einem nichtlinearen Term, der die
Zweiteilchen-Wechselwirkung beschreibt [7].

Betrachtet man den Fall, dass die meisten Teilchen des Systems im Grundzustand sind, so kann
man annehmen, dass sowohl die Wirkung des Erzeugers &8 als auch die Wirkung des Vernichters ag

eines Teilchens im Grundzustand |pg) den Gesamtzustand des Systems nicht sonderlich beeinflussen.
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In diesem Fall kann man also die Operatoren a¢ und d:f] durch die Zahl /Ny mit Ny > 1 ersetzen:

%

\/N0|N;n1,n2,...> 5 (316&)
d0|N;n1,n2,...> ~ N0|N;7’L1,77,2,...> . (316b)

&8 |N;n1,n2’-~->

Diese Naherung respektiert offensichtlich die Forderung, dass der Zustand |N;nq,ns,...) ein Eigenzu-

stand des Besetzungszahloperators dgdo zum Eigenwert Ny ist:
dg&0|N;n1,n2,...> :NO |N;n1,n2,...> . (317)

Somit setzt sich der Feldoperator ¥(x, t) in dieser Niiherung von Bogliubov aus einem Anteil zusammen,
der den Grundzustand durch ein klassisches Feld beschreibt, und einem Anteil, der die angeregten
Teilchen beschreibt:
U(x,t) = To(x,8) + Y _ou(x,t)a (3.1.8)
v#0

wobei Wo(x,t) = v/Nopo(x,t) ist [10]. Da die gesuchte Bewegungsgleichung nur den Vielteilchen-
Grundzustand beschreiben soll, wird der Anteil der angeregten Teilchen beim Einsetzen von (3.1.8) in
(3.1.5) vernachlassigt:

: 0 h2 2 3\ * (~ / !

zha\ﬂo(x, t) = —Wv +Ux)| Uo(x,t) + [ 2" T5(x", 6)V(x,x)To(x",t)To(x,¢) . (3.1.9)
Dies ist die Gross-Pitaevskii-Gleichung in der allgemeinen Form, d.h. ohne Spezifizierung der Zwei-
teilchenwechselwirkung. In Zukunft wird der Index 0 der Vielteilchen-Grundzustandswellenfunktion
weggelassen.

Die Normierung der Vielteilchen-Grundzustandswellenfunktion ergibt sich aus der Beziehung
N = /di”x\iﬁ(x, O (x,1), (3.1.10)

welche allgemein fiir die Feldoperatoren gilt, zusammen mit (3.1.8) unter Vernachlissigung der ange-
regten Teilchen. Daher ist die Grundzustandswellenfunktion auf N normiert, d.h. N = Ny. Die Normie-
rung der Wellenfunktion legt die Interpretation des Betragsquadrates der Wellenfunktion | (x, ¢)|* =
U*(x,t)U(x,t) als Teilchendichte nahe.

Betrachtet man nur die Stofwechselwirkung zwischen den Teilchen, die durch das Potential (2.5.6)

modelliert wird, so reduziert sich (3.1.9) auf:

L0 g 2
zha\l'(x,t) = —mv +U(x) +g|¥(x,t)]"| U(x,1) . (3.1.11)
Separiert man Ort- und Zeitanteil:
U(x,t) = U(x)e Ht/M (3.1.12)

so ergibt sich die zeitunabhéngige Gross-Pitaevskii-Gleichung:

2
—;LWVQ—FU(X)—/L—HJ\\II(XMZ U(x)=0. (3.1.13)
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3.2 Thomas-Fermi-Niherung

Nun soll eine Losung der zeitunabhéngigen Gross-Pitaevskii-Gleichung (3.1.13) unter Vernachlissigung
der kinetischen Energie vorgestellt werden. Zunichst wird aber diese Naherung gerechtfertigt. Hierzu
nehmen wir an, das Kondensat habe die mittlere Ausdehnung L.

Eine Abschitzung der kinetischen Energie ergibt sich aus der Impuls-Orts-Unschérfe:
ApAx =~ hi. (3.2.1)

Im Grundzustand ist der Impuls der Teilchen in der Gréfsenordnung der Impulsunschiirfe. Aufserdem
ist die Ortsunschérfe von der Grofenordnung L. Damit ergibt sich eine Abschatzung der kinetischen

Energie zu:
B p2 - h2
T oM T 2MIL?

Die potentielle Energie ist fiir einen harmonischen Oszillator durch

FExin (L) (3.2.2)

M M
Epor(L) = 7w2x2 ~ 7w2L2

gegeben.
Die Wechselwirkungsenergie ist durch g |¥(x)|* gegeben. Wie in Abschnitt 3.1 argumentiert, wird
|W(x)|* als Teilchendichte n interpretiert. Damit léisst sich die Wechselwirkungsenergie durch

N
Eyw(L) =gn =~ 973 (3.2.3)

abschitzen.
Man erkennt, dass sowohl im Grenzwert L — 0 als auch im Grenzwert L — oo die kinetische

Energie vernachléssigbar ist:

L—0: FEuw(L)> Exn(L) ,Epot(L) , (3.2.4a)
L— 00t Epoy(L)> Ein(L), Ewyw(L) . (3.2.4b)

Im Rahmen der so genannten Thomas-Fermi-Niherung wird die zeitunabhingige Gross-Pitaevskii-

Gleichung unter Vernachldssigung der kinetischen Energie betrachtet:
Ux) — i+ g |‘I’(x)|2] U(x)=0. (3.2.5)

Da nur Losungen ungleich Null von Interesse sind, ergibt sich daraus:

p-Ulx)

[P ==

(3.2.6)

Diese Gleichung ist nur fiir
w—U(x)>0 (3.2.7)

sinnvoll. Aus dieser Ungleichung ergibt sich eine maximale Ausdehnung R; der Kondensatwellenfunk-
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tion in einem harmonischen Potential

3
U(x) = Z%wfﬁ (3.2.8)

(3.2.9)

R wird Thomas-Fermi-Radius genannt.
Das chemische Potential p kann durch die Teilchenzahl N ausgedriickt werden. Dazu verwendet

man die Normierung der Grundzustandswellenfunktion:

1 S M
N = /d3x|\II(x)|2 = g/d% [u— > Qw?a??] : (3.2.10)
=1

Die Integrationsgrenzen sind durch (3.2.7) mit dem Fallenpotential (3.2.8) gegeben, d.h. es wird iiber
einen Ellipsoiden integriert. Durch geeignete Substitution geht man zu einem Integral iiber eine Kugel

iber und es ergibt sich:
152/5( A2/ 16/554/5
=——7/(a

—E (3.2.11)

I

Wird dies in Gleichung (3.2.9) eingesetzt, so folgt:

1/5
. [ M& [ h
R = (15&]\7 o ) o (3.2.12)

Man erkennt hierin die typische Oszillatorlange /i/M®, wie sie aus der Beschreibung des harmoni-
schen Oszillators durch die Schrédinger-Theorie bekannt ist. Der Skalierungsfaktor vor der Oszillator-

lange hat fiir experimentell relevante Parameter einen Zahlenwert grofer als Eins, so dass durch die
repulsive Wechselwirkung der Thomas-Fermi-Radius R groker als die Oszillatorlinge A/ M ist.
Verwendet man die Gleichung (3.2.12), so folgt aus (3.2.6) fiir eine isotrope harmonische Falle

(w1 = wy = w3 1= w): , ,
W (x)? = % {1 - (%) ] . (3.2.13)

Diese Funktion, die die Dichte des Kondensats in Abhéngigkeit vom Abstand r zum Potentialmini-
mum angibt, ist in Abbildung 11 dargestellt [11]. Diese Funktion wird mit der exakten Losung der
zeitunabhéngigen Gross-Pitaevskii-Gleichung (3.1.13) fiir eine isotrope harmonische Falle verglichen,
die numerisch gewonnen werden kann. Im Bereich » ~ R weicht die Thomas-Fermi-Nidherung von
der exakten Losung ab, wihrend die beiden Graphen im Bereich r ~ 0 gut iibereinstimmen. Dies
ist folgendermafien zu erkliren: Fiir grofse Teilchenzahlen N ist die kinetische Energie und damit der
Dichtegradient V |¥(x)|? zu vernachlissigen. Im Bereich r ~ 0 ist die Funktion |¥(x)|* sehr flach, hat
also einen sehr kleinen Gradienten, so dass die Abweichungen dort gering sind.
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Abbildung 11: Dichte des Kondensats in Abhéngigkeit vom Abstand zum Potentialminimum.

3.3 Hydrodynamische Gleichungen
Aus der Gross-Pitaevskii-Gleichung (3.1.11) kann auf gleiche Weise wie in der Schrédinger-Theorie

eine Kontinuitatsgleichung gewonnen werden:

%n(x,t) +Vj(x,t) =0. (3.3.1)

Dabei gilt, genau wie in der Schrédinger-Theorie:

n(x,t) = [, (3.3.2a)
j(x,t) = Qim[qf*(x,t)vqf(x,t)—\Iz(x,t)wf*(x,t)]. (3.3.2b)

In Analogie zur Hydrodynamik wird nun die Stromdichte in das Produkt eines Geschwindigkeitsfeld
und der Teilchendichte zerlegt:

jxt) = nxt)v(x,t), (3.3.3a)
_ h U (x, ) V¥(x,t) — VU(x, 1) VI*(x,t)
v(x,t) = e T, U, D) . (3.3.3b)

Da jede komplexe Zahl in Betrag und Phase zerlegt werden kann, wird aufgrund von (3.3.2a) der
Ansatz
U(x,t) = /n(x, t)e?t) (3.3.4)

gemacht. Einsetzen dieses Ansatzes in die Definition des Geschwindigkeitsfeldes (3.3.3b) liefert eine

Differentialgleichung fiir die Phase ¢(x, t):

v(x,t) = %ch(x, t). (3.3.5)
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Das Geschwindigkeitsfeld ist also ein Gradientenfeld. Wenn die Phase zu allen Zeiten und an allen
Raumpunkten stetig differenzierbar ist, weist das Geschwindigkeitsfeld keine Wirbel auf, da die Rota-
tion eines solchen Gradientenfeldes verschwindet.

Die Bewegungsgleichung fiir das Geschwindigkeitsfeld erhélt man durch Einsetzen von (3.3.4) in
die zeitabhingige Gross-Pitaevskii-Gleichung (3.1.11). Der Imaginéarteil der sich ergebenden Gleichung
entspricht gerade der Kontinuitétsgleichung. Der Realteil liefert aber die gesuchte Bewegungsgleichung,
die die Form einer Euler-Gleichung hat:

ov(x,t) 1 h% V2/n(x,t)
T + [v(x, ) V] v(x,t) = _MV U(x) + gn(x,t) — WW : (3.3.6)

Da (3.3.6) analog zur Euler-Gleichung der Hydrodynamik ist, legt dies die Interpretation der rech-
ten Seite der Gleichung als Gradienten eines Druckes nahe. Dabei tritt neben dem Gradienten des
Fallenpotentials und der Wechselwirkung noch ein zusétzlicher Druckterm auf, der als Quantendruck
bezeichnet wird.

Die hydrodynamische Bewegungsgleichung (3.3.6) bildet mit der Kontinuitdtsgleichung

9,
an(x, t)+ Vn(x,t)v(x,t)] =0 (3.3.7)

ein nichtlineares Differentialgleichungssystem fiir die Teilchendichte n(x,t¢) und das Geschwindigkeits-

feld v(x,t), das zur zeitabhangigen Gross-Pitaevskii-Gleichung (3.1.11) dquivalent ist [11].

3.4 Linearisierte hydrodynamische Gleichungen in Thomas-Fermi-N&dherung

In Abschnitt 3.2 wurde die Losung der zeitunabhéngigen Gross-Pitaevskii-Gleichung (3.1.13) in Tho-
mas-Fermi-Naherung, also unter Vernachlissigung der kinetischen Energie, als (3.2.6) bestimmt. Nun
sollen die zur zeitabhingigen Gross-Pitaevskii-Gleichung dquivalenten Gleichungen (3.3.6) und (3.3.7)
in Thomas-Fermi-Naherung betrachtet werden. In Thomas-Fermi-N&herung entfillt der Quantendruck
und die Euler-Gleichung (3.3.6) reduziert sich auf:

ov(x,t)
ot

+ [v(x, OV v(x, t) = —%v U(x) + gn(x, )] . (3.4.1)

Die Gleichgewichtslésungen von (3.3.7) und (3.4.1) sind schon bekannt, da sie schon in Abschnitt

3.2 bestimmt wurden:

TLeq(X7 t) = LU(X) > (3.4.2&)

g
Veq(x,8) = 0. (3.4.2b)

Nun werden Losungen von (3.3.7) und (3.4.1) fiir schwache Anregungen gesucht. Man macht also

eine lineare Stabilitdtsanalyse um die Gleichgewichtslosungen (3.4.2a) und (3.4.2b):

n(x,t) = neq(x,t)+dn(x,t), (3.4.3a)
v(x,t) = Veq(x,t) 4+ 0v(x,t). (3.4.3b)

Die sich ergebenden Bewegungsgleichungen werden in den Abweichungen dn(x,t) und év(x,t) lineari-
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Abbildung 12: Abhéngigkeit der Anregungsfrequenzen von Na fiir konkrete Sitze von Quantenzahlen
und eine zylindersymmetrische Falle.

siert:
0 B u—U(x)
5 on(x,t) = =V v ov(x,t)| , (3.4.4a)
O svet) = —Lon(x.1) (3.4.4b)
5 , = —qpVonx.1). 4.

Wendet man die partielle Zeitableitung auf (3.4.4a) an und verwendet man (3.4.4b), so lasst sich die
Geschwindigkeit eliminieren. Die resultierende Bewegungsgleichung fiir die Abweichung der Konden-
satdichte aus ihrem Gleichgewichtszustand lautet [11]:

2

M%én(x, t) =[p—Ux)]Adn(x,t) — VU(x)Vin(x,t) . (3.4.5)

3.5 Elementare Anregungen

In diesem Abschnitt soll die Bewegungsgleichung (3.4.5) fiir die kollektiven Anregungen eines Bose-
Einstein-Kondensats innerhalb einer isotropen harmonischen Falle V (r) = Mw?r?/2 untersucht wer-
den. Aufgrund der Rotationssymmetrie des Fallenpotentials bieten sich Kugelkoordinaten an. Fiir eine

zeitlich oszillierende Losung

on(x,t) = on(r, 9, p)e "4 (3.5.1)
lautet die Bewegungsgleichung;:
Qon(r, 0, ) = w2 M) W pe oy (0720 Rl sn(r, 9, ¢) (3.5.2)
)= or 2 ar?  ror  r2h? AL o

wobei die aus Abschnitt 3.2 folgende Beziehung Mw?R?/2 = ;1 zwischen Thomas-Fermi-Radius R und

chemischem Potential x4 benutzt wurde. L = # x p ist der Drehimpulsoperator in Kugelkoordinaten.
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Mit einer Reihe von Separationsansétzen und anderen Umformungen, die hier nicht gezeigt werden

sollen, ergibt sich die Losung zu [11]:

5,877
’ 2" R2

on(r, 9, ¢, t) = rlyFy (—nr, l+n,+ 5

) Vi (9, @)e Sttt | (3.5.3)

dabei ist 2 Fy (e, 8;v; u) die hypergeometrische Funktion, die durch

) = S (@r(B)r u*
2F1(a7ﬁa e ) - ’;) (7)k L (354)

definiert ist. Die Anregungsfrequenzen sind durch

Qo = wy/2n2 + 20,0+ 3n, +1 (3.5.5)

gegeben. Man erhilt also als Losung der linearisierten Bewegungsgleichung (3.4.5) quantisierte Schwin-
gungen mit zwei unabhingigen Quantenzahlen n, € N und [ € N. Fiir n, = [ = 0 schwingt das
Kondensat mit der Frequenz der Falle, was als Kohn-Mode bezeichnet wird: Qg = w [11].

Werden die hydrodynamischen Gleichungen ohne Vernachlissigung des Dichtegradienten nume-
risch oder mit anderen Approximationsmethoden gel6st, so findet man, dass die Anregungsfrequenzen
zusdtzlich zu den Quantenzahlen noch von der Wechselwirkung und der Teilchenzahl abh#&ngen. In
Abbildung 12 ist diese Abhéngigkeit fiir eine zylindersymmetrische Falle dargestellt. Es sind dort
zwei konkrete Sdtze von Quantenzahlen ausgewahlt. Fiir diese ergeben sich nach der Thomas-Fermi-
Naherung feste Frequenzen €2, ;. Man erkennt in Abbildung 12, dass diese gerade die Asymptoten
fiir Na — oo sind, wihrend sich fiir Na — 0, also insbesondere fiir verschwindende Wechselwirkung

a — 0, die Anregungsfrequenzen Q3" = w(2n + 1) aus der Schrodinger-Theorie ergeben [10].
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Abbildung 13: a) Aufnahmen zu einem Stern-Gerlach-Experiment mit einem Spinor-BEC. b) Schema-
tische Darstellung eines Experiments mit einem Kondesat in einem optischen Gitter.

4 Ausblick

In diesem letzten Kapitel sollen vier aktuelle Gebiete zum Thema Bose-Einstein-Kondensation in
kompakter Form vorgestellt werden.

Werden Teilchen in verschiedenen Hyperfeinzustinden so stark gekiihlt, dass sie kondensieren, so
spricht man von einem Spinor-BEC. Mit diesem kann man dann nach Auflésen der Falle Stern-Gerlach-
Experimente in Magnetfeldern durchfithren. Aufnahmen zu solchen Experimenten sind in Abbildung
13 a) dargestellt [12].

Man kann mit interferierenden Lasern periodische Potentiale erzeugen, so genannte optische Git-
ter, in denen Experimente mit Kondensaten durchgefithrt werden kénnen. Ein solches Experiment ist
schematisch in Abbildung 13 b) dargestellt: Sind die Potentialmaxima zwischen den Potentialmulden
von geringer Hohe, wie es im oberen Teil der Abbildung dargestellt ist, so ist es den Teilchen mog-
lich, zwischen den Potentialmulden hin- und her zu tunneln. In diesem Fall interferieren die Teilchen
nach Auflésen des optischen Gitters und es ergeben sich Interferenzmuster, wie es in Abbildung 13
b) zu sehen ist. Sind dagegen die Potentialmaxima von einer solchen Hohe, dass die Teilchen in den
Potentialmulden lokalisiert sind, so sind sie nach Abschalten des Gitters nicht mehr interferenzfihig
[13].

Es konnen aber auch vollkommen unregelmifige Potentiale, so genannte Unordungspotentiale,
mit Lasern erzeugt werden, in welchen dann wiederum Kondensate gefangen werden konnen. Eine
Methode solche Unordungspotentiale herzustellen ist in Abbildung 14 a) dargestellt: Der Laserstrahl
transmittiert durch eine Platte, welche die Eigenschaft hat das Licht diffus zu machen. Auf diese Weise
wird aus dem periodischen Potential, erzeugt durch das Laserlicht, ein Unordnungspotential [14].

In fermionischen Systemen ist es moglich, die s-Wellen-Streulinge, die ja die Stofwechselwirkung
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Abbildung 14: a) Erzeugung eines Unordnungspotential mit einer diffusen Platte. b) BEC/BCS-
Corssover durch ein dufers Magnetfeld.

bestimmt, durch Anlegen eines dufieren Magnetfeldes zu verandern. Diese kann sogar so beeinflusst
werden, dass sie von positiven zu negativen Werten iibergeht, wie es in Abbildung 14 b) zu sehen ist. Es
ist also moglich, von repulsiver zu attraktiver Wechselwirkung iiberzugehen. Ist die Wechselwirkung
repulsiv, so sind die Fermionen im Ortsraum von einander getrennt und sie kénnen Cooper-Paare
bilden. Ist die Wechselwirkung attraktiv, so bilden die Fermionen bosonische Molekiile, welche dann
zu einem BEC kondensieren kénnen. Man spricht bei diesem Ubergang von repulsiver zu attraktiver
Wechselwirkung vom BEC/BCS-Crossover [15].
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