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1 Einleitung

Die Geometrisierung der Raumzeitstruktur durch die allgemeine Relativitdtstheorie (ART) re-
volutionierte die Vorstellung des bis dato noch von Newton geprigten Bildes der Gravitation.
Insbesondere beziiglich der parallel und kurz darauf entwickelten Quantentheorie, ging diese Re-
volution jedoch nicht weit genug. Da die Gravitation eine der fundamentalen Wechselwirkungen
in der Physik darstellt, findet dieser Umstand Ausdruck in der Abwesenheit des Gravitationsphé-
nomens in der heute etablierten Quantenfeldtheorie (QFT). Alle physikalischen Felder werden
ab einer bestimmten Grofenordnung durch die Prinzipien der QFT beschrieben. Ist der Zustand
eines Systems kein Eigenwert des relevanten Operators, gibt es keinen festen Wert fiir die durch
ihn beschriebene Observable, sondern einzig eine Wahrscheinlichkeit des Messergebnisses. Die
ART ist hingegen eine klassische Theorie und die betrachteten Quantitéiten, wie z.B. die der Me-
trik, nehmen immer eindeutig determinierte Werte an. Sollen die Aussagen der Quantentheorie
auch fiir das Gravitationsfeld zutreffen, kann die ART somit nur Grenzfall einer grundlegenderen
Theorie sein. Ein erster Schritt zu einer Quantentheorie der Gravitation besteht dann darin, die
QFT auf gekriimmte Raumzeiten zu verallgemeinern. Dort tritt die Gravitation nur als klas-
sisches Hintergrundfeld auf und wird zunéchst nicht quantisiert, also von keiner Riickwirkung
der quantisierten Felder beeinflusst. Diese Ndherung ist insofern sinnvoll, als dass die quanten-
gravitativen Effekte erst in Gréfenordnungen der Planck-Linge (10733¢m) eine Rolle spielen,
wohingegen die gewohnliche Wirkungsskala der QFT (> 10~'7¢m) um ein Vielfaches grofer ist.
Damit zéhlen Umgebungen wie die des frithen Universums und die schwarzer Loécher zu den
potentiellen Anwendungsgebieten. Obwohl in den letzten Jahrzehnten auch einige andere viel-
versprechende Ansétze, wie z.B. die Quantenloopgravitation oder die Stringtheorie, stark verfolgt
wurden und werden, kann die Untersuchung einer semiklassischen Theorie als Grenzfall wichtige
Erkenntnisse liefern.

Die Implementierung der speziell relativistischen, quantenmechanischen Gleichungen in gekriimm-
ter Raumzeit ist hierbei Ausgangspunkt. Die Dirac-Gleichung nimmt dabei im historischen so-
wie aktuellen Kontext eine mafgebliche Rolle ein, da die um sie aufgebaute Dirac-Theorie die
relativistische Weiterentwicklung der klassischen Quantemechanik darstellt und sie somit auch
zentraler Bestandteil einer Quantenfeldtheorie in gekriimmter Raumzeit ist. Obwohl die so aufge-
baute Theorie im besten Fall nur die Naherung einer evtl. vorhandenen, rigoroseren Formulierung
darstellt, konnen die durch sie vorhergesagten Effekte Aufschluss iiber zu erwartende Quanten-
phénomene in starken Gravitationsfeldern geben. Konkrekt wurde mit der Methode z.B. die
Hawking-Strahlung postuliert, welche auch aktueller Forschungsgegenstand ist. Wird ein schwar-
zes Loch betrachtet, emittiert dieses bei Teilchenerzeugung, laut Postulat, ein thermisches Spek-
trum von Teilchen mit der Temperatur kT = hx /27, wobei k fiir die Gravitationsbeschleunigung
an der Oberfliche des schwarzen Loches steht. Als Folge des enormen Verlusts von potenzieller
Energie nimmt die Masse des Schwarzen Loches dabei ab. In einem im September 2010 verof-
fentlichten Paper wurde zum ersten Mal der experimentelle Nachweis der Hawking-Strahlung
behauptet [1].

In dieser Arbeit werden die Grundlagen fiir eine Einfithrung von Spin-(1/2) Teilchen (nicht
Feldern) in gekriimmter Raumzeit gegeben. Es sollen daher nur die relevanten Konzepte zur
Herleitung einer allgemein kovarianten Dirac-Gleichung Erwéhnung finden, eine Untersuchung
der Gleichung fiir spezielle Metriken wiirde den Rahmen dieser Arbeit bei weitem sprengen.
Besonderes Augenmerk wird auf die darstellungstheoretische Entwicklung von Spinoren gelegt,
da hierdurch die auftretenden Probleme bei der Vereinigung von ART und Quantentheorie ver-
deutlicht werden. Auf die Notation wird zu Beginn des jeweiligen Kapitels eingegangen. Eine
Wiederholung der allgemein relativistischen Differentialgeometrie erfolgt in Anhang A.






2 Koordinatenunabhangige Basen

Wie in Anhang A erldutert, werden Tangentialriume zu Punkten P der Mannigfaltigkeit M in
der klassischen ART durch koordinatenabhingige Basen beschrieben. Es ist allerdings mdglich,
auch koordinatenunabhéngige Basen an jedem beliebigen Punkt der Mannigfaltigkeit einzufiih-
ren. Es wird sich herausstellen, dass diese geringfiigige Anderung einen alternativen Blick auf die
schon eingefiihrten Begriffe des Zusammenhangs und der Kriimmung erlaubt, fiir die Einfiihrung
von Spinoren bzw. des Spin-Zusammenhangs essentiell ist und auch deren Verbindung zu den
Eichtheorien der Elementarteilchenphysik verdeutlicht.

Beim Wechsel einer Koordinatenbasis z* in eine andere Basis :U“/, transformiert sich das Vektor-
feld X* tiber:

T

ozH
Die Matrix Z ist dabei ein Element der allgemeinen linearen Gruppe GL(n,R), der Gruppe der
reellen n x n Matrizen. Der Vektor X* transformiert in der fundamentalen Vektordarstellung
dieser Gruppe. Die elementarsten Formulierungen der ART zur Koppelung von Gravitation an
Materiefelder stellen an letztere die Forderung, eine Darstellung von GL(n,R) zu bilden. Un-
ter Koordinatenwechsel transformiert sich ein physikalisches Feld in einer GL(n,R)-Darstellung
iiber die, in dieser Darstellung wirkende, Matrix (2.0.1). Die in Anhang A diskutierten Tensoren
bilden eine solche Darstellung von GL(n,R), durch welche auch eine Darstellung der speziellen
orthogonalen Gruppe SO (n)! induziert wird, da SO(n) eine Untergruppe von GL(n,R) ist. Die
Umkehrung stimmt hingegen nicht. Ein Beispiel dafiir sind die spéter einzufithrenden Spinoren,
welche zwar eine Darstellung von SO (n), jedoch keine von GL(n,R) bilden. Um Spinoren also
an Gravitation zu koppeln, wird ein modifizierter Rahmen bendtigt, in dem die Z-Matrix durch
eine SO(n) bzw. SO(1,n — 1) Matrix (signaturabhéngig) ersetzt wird. Ein notwendiger Schritt
ist daher zunéchst die Einfiihrung sogenannter n-Beine oder Tetraden.

(2.0.1)

Bisher wurde eine natiirliche Basis des Tangentialraums M, am Punkt P € M durch die par-
tiellen Richtungableitungen beziiglich der Koordinaten an diesem Punkt {é(u) = 0, \p}uzl,._,,n
gegeben. Genauso existiert eine Basis des Dualraums M, gebildet durch die Linearformen der
torfelder {€(q) }a=1,...,n mit einer zusitzlichen Forderung nach Orthonormalitit eingefiihrt werden.
Ist die kanonische Form der Metrik 7, ergibt sich das innere Produkt der Basisvektorfelder zu

9(é(a)> €)) = Nab - (2.0.2)

Dabei stellt g(,) den allgemeinen metrischen Tensor und 74, = diag(l,—1,—1,—1) im Falle
einer Raumzeit? die Minkowski-Metrik dar. Anschaulich wird also jedem Ereignis der Raumzeit
ein Bezugssystem zugeordnet, das im einfachsten Fall aus drei orthogonalen Normalmafsstiben
und einer Normaluhr besteht. In diesem koénnen dann beliebige Koordinatensysteme gewéhlt
werden [2|. Oben Gesagtes soll nun zusammengefasst werden.

1Die Gruppe aller Drehungen (orthogonale Matrizen mit Determinante +1)
oraum- und zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit
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2.1 Konstruktion von Tetraden

Definition 2.1.1 Ein n-Tupel (€, - - -, €m)) von Vektorfeldern auf einer offenen Menge U C M
heifst Rahmen, Basis oder n-Bein auf U, falls die Elemente des Tupels in jedem Tangential-
raum linear unabhingig sind. Gilt sogar g(€wy,€w)) = Nab, S0 heift (Ew),---,émn)) pseudo-
orthonormal-Repére. 1y, = 1™ = diag(1, —1,—1,—1) sind dabei die Komponenten einer Nor-
malform von g. Fir den Foll n = 4 wird ein pseudo-orthonormal-Repére auch Tetrade genannt.

Das tblicherweise in der physikalischen Anwendung auftretende Ricci-Kalkiil birgt eine grofe
Menge an kontra bzw. kovarianten Indizes in sich, deren Handhabung in langen Rechnungen
und Koordinatentransformationen oft schlecht tiberschaubar ist. Die Einfithrung von Tetraden
erschwert dies noch zusédtzlich, da nun auch noch zwischen koordinatenabhéngigen und koordi-
natenunabhéngigen Objekten unterschieden werden muss. Im Anhang A wurden, in uniiblicher
Weise, durchgehend alle Indizes mit kleinen lateinischen Buchstaben aus der Mitte des Alphabets
geschrieben. Daher sei an dieser Stelle nocheinmal auf die von hieran verwendete Notation ver-
wiesen. Koordinatenunabhéingige Tetraden-Indizes werden mit kleinen lateinischen Buchstaben
a, b, ... versehen und laufen von 0 bis 3, koordinatenabhéngige mit kleinen griechischen u,v,. ...
Um zusétzlich die Vektoren der Tetradenbasis zu markieren, werden deren Indizes geklammert
dargestellt. Da die Vektoren einer Tetrade nicht unbedingt tangential an den Koordinatenfunk-
tionen liegen miissen, werden sie auch anholonom genannt.

Sinn einer Basis ist es, jeden Vektor als Linearkombination der Basisvektoren ausdriicken zu
konnen. Speziell lassen sich die Vektoren é(4) in der holonomen Basis é(,) = 9, darstellen durch:

é(u)(:r) = eua($)é(a) . (2.1.1)

Die Komponenten e,” bilden eine invertierbare n x n Matrix': Die Inversen werden durch ver-
tauschen der Indizes gekennzeichnet und die Matrizen erfiillen dann die Beziechungen

ele =ob, e, ey =dy . (2.1.2)

a B

Auferdem dienen sie als Komponenten des Vektors é(,) in der Koordinatenbasis:
€a) = ')y - (2.1.3)
In Tetradendarstellung wird aus (2.0.2):
g€ €y = Nap bzw. G = euaeybnab. (2.1.4)
Gleichzeitig kann eine Basis von Linearformen é(“), gekoppelt durch
0\ (@) = op (2.1.5)

des Dualraums M, gefunden werden, welche auch iiber die Tetradenfelder in der Koordinaten-
abhingigen Basis 6 = dzt darstellbar ist:

a

) = h D gy GO = ¢ 9h) (2.1.6)

Ein Vergleich mit (2.1.1) und (2.1.3) zeigt, dass sich die Tetradenfelder als Transformationsma-
trizen der Linearformen genau umgekehrt zu denen der orthormalen Basisvektoren verhalten. So
kann jeder beliebige Vektor bzw. Tensor in der jeweils anderen Basis ausgedriickt werden. Fiir
Vektorfelder X#€(,) und X“€(, ergibt sich das Transformationsgesetz dann zu:

Xt =e X0 (2.1.7)

1 Wie schon bei den Zusammenhéngen, werden auch hier die Komponenten e, selbst Tetraden-, oder n-Bein-
Felder genannt.
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Hoéherstufige Tensoren kénnen in der holonomen, anholonomen oder sogar gemischten Basis dar-
gestellt werden:

T% =e, T, = e T4, =e, e, T, . (2.1.8)
Wie die Beziehungen (2.1.4) zeigen, sind die Komponenten des metrischen Tensors in der anho-
lonomen Basis einfach die der flachen Metrik 74, Mit ihrer Inversen n* koénnen dann Indizes
beliebig herauf- und heruntergezogen werden und mit (2.1.4) ergibt sich:

ju2

e, = g nave,’ . (2.1.9)

Die Tetraden wurden als Komponenten einer Menge von Basisvektoren, ausgewertet in einer an-
deren Basis, eingefithrt. Damit verhalten sie sich genauso wie Komponenten eines (1, 1)-Tensors,

e=re, dz" ® ¢ . (2.1.10)

Dies ist aber ein bekannter Tensor: die Identitdt. Sie gibt bei Anwendung auf einen Vektor
wieder denselben, in einer anderen Basis dargestellten, Vektor (siehe (2.1.7)). Desweiteren ist
auch das Kronecker-Delta, also (2.1.2), die Identitit, da mit ihm ja das Skalarprodukt ortho-
normierter Vektoren (oder Linearformen) geschrieben werden kann. Zudem gibt diese Sichtweise
die Moglichkeit, diverse Tensoren als tensorwertige Differentialformen anzusehen. Das Objekt
X,% kann so auch als ,vektorwertige Linearform® interpretiert werden. Es hat einen unteren
Koordinatenindex, der fiir eine Linearform steht, ist aber fiir jeden Wert dieses FEintrags ein Vek-
tor. Da die Indizes von Differentialformen unterdriickt werden kénnen, lassen sie sich ber die
Basis-Linearformen schreiben:

e’ =e dx. (2.1.11)

v

Die hier gewonnenen Aussagen werden spéter noch Anwendung finden. Zunéchst soll jedoch die
Beziehung der Tetraden untereinander beleuchtet werden.

2.2 Tetradenbeziehungen und die Lorentz-Gruppe

Die Einfiihrung neuer Basisvektorfelder und Linearformen fiihrt zwangsldufig auf deren Trans-
formationsverhalten. Das Tensortransformationsgesetz (6.3.7) in Anhang A ergibt sich als ein
indirektes Ergebnis von Koordinatentransformationen, obwohl der eigentliche Kernpunkt ein all-
gemeiner Basiswechsel war. Da nun koordinatenunabhéngige Basen eingefiihrt sind, kénnen diese
auch ohne eine explizite Wahl von Koordinaten gewechselt werden. Die einzige Bedingung ist die
Erhaltung der Orthonormalitdt (2.0.2). Welche Transformationen erhalten also eine Metrik des
flachen Raumes? Im Euklidischen Raum mit entsprechender Metrik sind dies orthogonale Trans-
formationen, fiir eine Metrik mit Lorentzsignatur die Lorentztransformationen. Ein Basiswechsel
ist dann von der Form:

€a) = €(a) = N (2)e() (2.2.1)

wobei die Matrizen A, (x) ortsabhéngige Transformationen darstellen und die kanonische From
der Metrik (an jedem Punkt) invariant lassen:

Aaa/Abb/nab = TNa'y - (222)

Diese Matrizen korrespondieren eigentlich zu den inversen Lorentztransformationen, die auf Ba-
sisvektoren wirken, denn die urspriinglichen Lorentztransformationen A“’a transformieren Basis-
linearformen. Die Menge £ der (2.2.2) erfiillenden Matrizen bildet die Lorentz-Gruppe. Die
beiden zusitzlichen Bedingungen

A% >0 und  det(A) =1 (2.2.3)

implizieren, dass zukunftsweisende, zeitartige Vektoren zukunftsweisend bleiben und rechtshin-
dige Rahmen nicht auf linkshindige abgebildet werden. Die Menge der Lorentztransformatio-
nen welche die Bedingungen (2.2.3) erfiillen, wird eigentliche-orthochrone Lorentz-Gruppe
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genannt und mit Ll oder in iiblicher Gruppennotation mit SO(1,3) bezeichnet. Die oben be-
sprochene Z-Matrix (2.0.1) wird also durch die Lorentztransformationen ersetzt. Im folgenden
Kapitel werden beide Gruppen ausfithrlicher behandelt.

Es ist nun also moglich, an jedem Punkt der Raumzeit sogenannte lokale Lorentztransformationen
(LLT’s) (oder einfache euklidische Rotationen) vorzunehmen. Da natiirlich auch immer noch die
allgemeinen Koordinatentransformationen (GCT’s) durchgefithrt werden kénnen, entsteht ein
neues, gemischtes Tensortransformationsgesetz:

! 4 31‘“,

/ ox”
Ta 7.“7!161)/7._.7,// - Aa Ab

“ e /e e e
@ gl oz”'

T (2.2.4)

It

Zur ,Ubersetzung” von Tensoren in koordinatenunabhingige Basen, miissen also einfach nur
Tetradenfelder an den richtigen Stellen eingesetzt werden.

2.3 Spin-Zusammenhang und kovariante Ableitung

Im tiblichen Formalismus der ART ist es notwendig, zur Differentiation eine Ableitung einzufiih-
ren, die kovariant unter Diffeomorphismen ist. Diese ergibt sich fiir die jeweiligen Tensoreintrige
aus den partiellen Ableitungen plus Korrekturtermen, den Zusammenhangskoeffizienten. Da die
allgemeine lineare Gruppe GL(4,R) keine endlich-dimensionale Spinordarstellung besitzt, erfor-
dert die Behandlung von Spinorfeldern in gekriimmter Raumzeit, wie oben schon erwihnt, Tetra-
den mit lokaler SO(1,3) Symmetrie. Ein Spin-Zusammenhang ist dann ein Zusammenhang
auf dem durch die Tetraden gebildeten orthonormalen Biindel', welcher kovariant sowohl beziig-
lich Diffeomorphismen, als auch lokaler Lorentztransformationen ist. Denn die neue Ableitung,
wie auch der gesamte Tetraden-Formalismus, sollen ja gerade invariant unter LLT’s sein, sodass
physikalische Observablen unabhingig von der Wahl der jeweiligen n-Beine sind. Dies hort sich
stark nach einer Eichtheorie an. Dann kann der Spin-Zusammenhang auch als Eich-Feld einge-
fithrt werden, um die lokale Lorentz-Invarianz zu gewdhrleisten. Das Eich-Feld w b transformiert
unter LLT’s wie in Eichtheorien iiblich [3], mit w % — w o = Aa/aAbb,wuab — A%,0, A%, oder
bei Unterdriickung der Tetradenindizes:

I

wy = A (O +w,) AT (2.3.1)

Es soll eine moglichst minimale Wahl von Eigenschaften des Spin-Zusammenhanges erfolgen, so
dass dessen Einfiihrung die Aussagen der ART in holonomer Formulierung nicht veréindert. Dazu
zundchst einige Vorbetrachtungen. Fiir ein Vektorfeld X gilt:

a a’ a’ a a a’ a’ ay L oad a
X=X =A" X und VX% — V:LX = V:L(A XY =A a(VNX ). (2.3.2)
Daraus folgt:
VI, =AY VAt baw. V), =AV,AT (2.3.3)

Der Spin-Zusammenhang? wird also mit w bezeichnet und erhilt analog zu den Christoffel-
Symbolen fiir jeden lateinischen Index bei kovarianter Ableitung einen zusdtzlichen Faktor des
Zusammenhangs. Die kovariante Ableitung eines (1, 1)-Tensors schreibt sich somit:

VMTCL = ab;,u = Tab,/L + wuaCch — w,quTaC . (234)
Die Forderung an Tensoren unabhingig von der gewidhlten Basis darstellbar zu sein erlaubt es,
eine Beziehung zwischen dem Spin-Zusammenhang, den Tetraden und den Christoffelsymbolen

1Analog zum Tangentialbiindel, die disjunkte Vereinigung aller Tetraden auf M.
2Auch hier sind es eigentlich nur die Koeffizienten, die sprachlich aber mit dem Zusammenhang gleichgesetzt
werden.
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herzustellen. Dazu wird zunéchst die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes X in einer Koor-
dinatenbasis gebildet:

VX = (XY,)de"©0,

= (XY, +TXNdat ® 0, . (2.3.5)

Dasselbe Objekt (2.3.5) in einer gemischten Basis soll nun in eine Koordinatenbasis iiberfiihrt
werden:
VX = (Xa;u)d.fu X é(a)
= (X, +w, %X )da" @ é
= ((,*X") u+ wﬂabe/\bXA)d:E“ ® (e?,05)
e

Ta(e, XY+ XY, |+ wuabe)\bX/\)d:c“ ® Oy

= (XY, +eey XM+ e e w, X ) dat ® 0, . (2.3.6)
Ein Vergleich mit (2.3.5) ergibt:

PV

v a v b a
=€\ Felew (2.3.7)

wb

oder nach w umgestellt

a __ a )\ TV A a
(A)'u b= €, € bru)\ — € ()6)\ (238)

e
Durch Multiplikation von rechts mit e,? und unter Verwendung von (2.1.2), verschwindet die
kovariante Ableitung der Tetraden:

Ve, =e"  =¢e" , — que)\a + wuabeub =0. (2.3.9)
Dieses Ergebnis befriedigt aber genau die oben gestellte Bedingung nach Aquivalenz der holo-
nomen und anholonomen kovarianten Ableitung eines Vektorfeldes X, welche forderte, dass die
Aussagen der ART bei Verwendung von Tetraden nicht modifiziert werden. Denn fiir e,*, , =0
gilt mit der Kettenregel ja einfach:

X, = 'X")u=1¢", X" +e," X", =¢, X" (2.3.10)
=0

in der Literatur [4], |5] auch als ,Tetraden-Postulat bezeichnet. Zu bemerken ist, dass (2.3.9)
immer gilt, da zur Einfiihrung von w keine Bedingungen an den Zusammenhang selbst gestellt
wurden!. Speziell sind weder Torsionfreiheit (D5), noch Metrikkompatibilitit (D4) gefordert,
die obigen Gleichungen gelten demnach fiir beliebige Zusammenhénge. Bei einer Wahl des Levi-
Civita-Zusammenhangs treten sowohl (D4), als auch (D5) in Kraft, dabei wird Metrikkompa-
tibilitdt tiber das Verschwinden der kovarianten Ableitung des metrischen Tensors ausgedriickt:
Vg = 0. In der orthonormalen Basis sind die Komponenten der Metrik aber gerade die der
Minkowski-Metrik n45. Dann gilt:

vunab =MNab;p = Tab,p — wucancb - wucbnac
- _w,uab - w,uba =0
= wuab = —wuba . (2311)

Fiir einen metrikkompatiblen Zusammenhang ist w also antisymmetrisch. Wenn nun zusétzlich
noch Relation (2.1.11) benutzt wird, ergeben sich die Linearformen des Spin-Zusammenhangs,
auch Zusammenhangsformen genannt, zu:

w? = w, Y dz (2.3.12)

1Die Aquivalenz der holonomen und anholonomen kovarianten Ableitung ergab sich ohne konkrete Forderung
an den Zusammenhang
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und fiir die einzelnen Komponenten gilt dann w!y = wyy = —wy; = w’ usw.. Wegen Antisym-
metrie verschwinden die Diagonaleintrége und es ergibt sich in Matrixform:

0  wor wo2  Wo3
w 0 —w —w

w= | 12 B (2.3.13)
wo2 w12 0  —wss

woz w1z wez O

Im folgenden Kapitel wird das Konzept des Spin-Zusammenhangs im Kontext von Spin-Stuktur
und Erzeugenden der Lorentz-Algebra weiter vertieft. Auch die restlichen Objekte der ART wie
Kriimmungs- und Torsionstensor und natiirlich die einsteinschen Feldgleichungen selbst, lassen
sich im Tetradenformalismus schreiben und werden vor allem durch den, die Nulltetraden ein-
fiihrenden, sogenannten Newman-Penrose-Formalismus teils erheblich vereinfacht. Da dieser fiir
die Einfithrung von Spin-(1/2) Teilchen tiber gekriimmten Raumzeiten jedoch nicht erforderlich
ist, wird im Weiteren auch nicht darauf eingegangen.



3 Spinoren

Die Theorie der Spinoren wurde zu Beginn des 20. Jahrhunderts entwickelt und spielt in der
Quantentheorie und somit in der gesamten gegenwirtigen Physik eine wichtige Rolle. Elie Car-
tan [6] fithrte einen allgemeinen Spinorbegriff ein, wihrend van der Waerden den Kalkiil der
zweikomponentigen Spin-Vektoren entwickelte. Dirac entdeckte ihre fundamentale Bedeutung
fiir die relativistische Physik, als er die in dieser Arbeit behandelte Gleichung fiir das Elektron
fand. Mit der Arbeit von Penrose [7] wurde der Spinor-Kalkiil in die Allgemeine Relativitéts-
theorie eingefiihrt und der darauf beruhende Newman-Penrose (NP) Formalismus bis heute sehr
erfolgreich in den verschiedensten Teilgebieten der Gravitationstheorie angewandst.

In der klassischen Geometrie des Raumes weist ein Vektor bei Rotation oder Reflektion an einer
Hyperebene ein bestimmtes Verhalten auf welches es erlaubt eine groffe Anzahl dieser Opera-
tionen vektoriell zu charakerisieren. Es gibt jedoch untergriindigere geometrische Informationen
beziiglich Rotationen und Reflektionen, die nicht {iber ihre Wirkung auf Vektoren beschrieben
werden kénnen und unter dem Begriff orientation-entanglement (Verschlaufung) zusammenge-
fasst werden. Anschauliche Beispiele hierfiir liefern z.B. das sogenannte Dirac Scissors Problem,
das von dem Physiker Piet Hein entwickelte Spiel Tangloids oder eine durch vier Gummibénder,
horizontal in einem Raum befestigte Tasse. Gemeinsam haben alle die Eigenschaft, bei einer Ro-
tation von 360° um eine bestimmte Achse nicht wieder auf ihre urpsriingliche Position abgebildet
zu werden, wie dies bei Vektoren zu erwarten wire, sondern erst nach einer Rotation von 720°
und anschliekenden Translationen parallel zu dieser Achse. Allgemeiner stellen Rotationen um
0, +4m, £87, ... Orientierung und Verschlaufung wieder her, Rotationen um +2m, £67, 107, ...
reproduzieren hingegen einzig die anfingliche Orientierung und nicht die Verschlaufung. Ein Spi-
nor ist dann die Verallgemeinerung eines Vektors, der diese geometrischen Schwierigkeiten der
orthogonalen Gruppen, wie z.B. Dreh- oder Lorentz-Gruppe, iiberwindet. Es gibt mindestens
zwei verschiedene Wege den Begriff des Spinors zu definieren:

Einer davon ist darstellungsheoretisch. Hier ist a priori bekannt, dass es zur Lie-Algebra der
orthogonalen Gruppe Darstellungen geben muss, die nicht {iber die {iblichen Tensorkonstruk-
tionen erreicht werden konnen. Solche Darstellungen werden Spin-Darstellungen genannt und
ihre Elemente Spinoren. Die Spinoren gehéren zur Darstellung einer zweifach Uberlagernden
der Drehgruppe SO(n,R) oder allgemeiner zur speziellen orthogonalen Gruppe SO(p, ¢, R) iiber
Riumen mit Metriksignatur (p, ¢). Die zweifach Uberlagernden sind die mit Spin(p, q) bezeich-
neten Lie-Gruppen, in denen dann alle Eigenschaften beziiglich Spinoren definiert werden kénnen.

Der zweite Weg ist geometrischer Natur. Durch Betrachtungen sogenannter Stereographischer
Projektionen konnen Spinoren konstruiert und anschliefsend ihr Verhalten unter der Wirkung
der relevanten Lie-Gruppen untersucht werden. Letztere Methode hat den Vorteil anschaulicher
zu sein, erstere stellt die Betrachtungen in einen erweiterten Kontext und trifft allgemeinere
Aussagen iiber das Verhalten von Spinoren. In dieser Darstellung wird daher versucht, Aspekte
beider Methoden zu beriicksichtigen.



10 3 Spinoren

3.1 Lorentz- und Poincaré-Gruppe

Das Raumzeit-Kontinuum der relativistischen Quantenmechanik wird Giber den Minkowski-Raum
My, ein affiner Raum, versehen mit einer Bilinearform (Metrik) n;; mit Signatur -2, beschrieben.
Die Strukturgruppe des Minkowskiraumes, dh. die Menge aller Transformationen in M, welche
die Metrik invariant lassen, ist die Poincaré-Gruppe. Diese setzt sich aus der Lorentz-Gruppe und
der zu R?* isomorphen Translationsgruppe zusammen. Die homogene Lorentz-Gruppe £ ist die
Menge der linearen, homogenen Transformationen A des My, genannt Lorentztransformationen,
die das Minkowski-Skalarprodukt invariant lassen:

L={A€ GL(4 x 4)|ATnA = n}. (3.1.1)
Dies entspricht genau der Gruppe der pseudo-orthogonalen Transformationen O(1,3). Also gilt:
L£L=0(1,3).

Durch Determinantenbildung der Pseudo-Orthogonalitdtsrelation und durch Klassifizieren nach
dem Vorzeichen des Eintrags Aij, erhdlt man die vier Zusammenhangskomponenten der Lor-
entzgruppe. Da jedoch nur in der eigentlich-orthochronen Lorentz-Gruppe LI_ mit det(A) = 1
und A% > 0 die Identitiit enthalten ist, bildet nur diese eine Untergruppe von O(1,3), die
Lie-Untergruppe SO(1, 3):

S0(1,3) = {A € 0(1,3)|det(A) =1, A% > 0}. (3.1.2)
Die Gruppe der inhomogenen linearen Transformationen auf My haben die Form
r—x' =Ar+a mit ac My, AL (3.1.3)
Die Poincaré-Gruppe P besteht somit aus den folgenden Elementen:
P={(Aa)la e My, A€ L}. (3.1.4)

In der relativistischen Quantenmechanik wird die fundamentale Bedeutung der Poincaré-Gruppe
unter anderem dariiber verdeutlicht, dass Elementarteilchen nach den irreduziblen Darstellungen
der Poincaré-Gruppe klassifiziert werden.

Die Verkniipfung der Poincaré-Gruppe mit der globalen Struktur des Minkowski-Raums (er kann
als homogener Raum der Poincaré-Gruppe definiert werden), lasst auftauchende Schwierigkei-
ten beim Ubergang zur allgemeinen Relativitiitstheorie erahnen. Denn hier ist das Raumzeit-
Kontinuum nicht ldnger ein affiner Raum, sondern eine Mannigfaltigkeit, deren Kriimmung durch
die Energieverteilung, ausgediickt {iber den Energie-Impuls-Tensor, bestimmt ist. Wie im letzten
Kapitel besprochen kann eine Gemeinsamkeit zum Minkowski-Raum einzig durch das ,,Anheften”
von Minkowski-Vektorrdumen, die ebenfalls Bilinearformen mit Signatur —2 tragen, an einzelne
Punkte der Mannigfaltigkeit gefunden werden. Demzufolge verfliichtigt sich die Bedeutung der
Poincaré-Gruppe, denn nur in den seltensten Fillen wird eine nichttriviale, globale Invarianz-
gruppe der Raumzeit existieren, die dann zudem nicht mit der Poincaré-Gruppe iibereinstimmt.
Ebenso verwischen die Konturen des Teilchenbegriffs der Quantenfeldtheorie. Zusammen mit
einigen anderen Schwierigkeiten ist auch dies Ausdruck der momentan bestehenden Unverein-
barkeit von Quantentheorie und ART.

Die Lorentz-Gruppe {iberlebt jedoch den Schritt vom flachen zum gekriimmten Raum. Da sie
Invarianzgruppe des Minkowski-Vektorraums ist, wirkt sie nur an einem (jedem) Punkt. Sie ist
die wirklich fundamentale Gruppe der relativistischen Physik und ihre Darstellungen besitzen
physikalische Bedeutung in vielen Bereichen. Die darunter bekannteste ist die sie definierende
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Vierervektor-Darstellung im Minkowski-Raum. Die Lorentz-Gruppe ist eine halbeinfache Grup-
pe!, deren endlichdimensionale Darstellungen alle vollreduzibel? sind. Es geniigt dann, die ir-
reduziblen Darstellungen zu suchen und zu klassifizieren. Unter diesen sind zwei Darstellungen
ausgezeichnet: die beiden zweidimensionalen Spinordarstellungen sind Fundamentaldarstellun-
gen der Lorentz-Gruppe, d.h. alle Darstellungen konnen aus geeigneten Tensorprodukten dieser
beiden gewonnen werden. Damit kommt ihnen eine grundlegende Bedeutung zu. Die Vektoren
der Darstellungsrdume sind die (un)gepunkteten Spin-Vektoren und die Tensoralgebra, welche
auf diesen Rdumen aufgebaut wird, nennt sich Spinor-Algebra. Somit konnen Spin-Vektoren zum
Aufbau aller anderen Tensoren dienen. Auf eine explizite Entwicklung solcher Transformations-
relationen wird jedoch in dieser Arbeit verzichtet, da sie zur Herleitung der Dirac-Gleichung in
gekriimmter Raumzeit nicht zwangsldufig erforderlich ist.

Die Zweidimensionalitit der Spin-Vektorrdume, die in dieser Form einzig auf der zu Grun-
de liegenden vierdimensionalen Raumzeit basiert, vereinfacht den entstehenden Spinor-Kalkiil
deutlich. In héheren Dimensionen kénnen zwar ebenso Spinor-Darstellungen der entsprechenden
Lorentz- oder Rotationsgruppen gefunden werden, deren Dimension wichst jedoch exponenti-
ell mit der Raumzeit-Dimension, so dass schon fiir Dimension 8 der Spin-Vektorraum ebenfalls
achtdimensional wird. Es ist also nur in den Dimensionen drei und vier zu erwarten, mit Hilfe
des Spinor-Kalkiils wesentliche Einblicke in die Raumzeitgeometrie zu erhalten.

Da in diesem Kapitel grofstenteils algebraische und gruppentheoretische Betrachtungen erfolgen,
werden Summen zunéchst explizit ausgeschrieben und alle Indizes wie in Anhang A mit kleinen
lateinischen Buchstaben bezeichnet. Auf die einsteinsche Summenkonvention wird in dieser Dis-
kussion daher verzichtet.

3.2 Definition eines 2-komponentigen Spinors

Hier soll zunéchst eine geometrisch motivierte Definition eines Spinors gegeben werden die sich
an [8] orientiert. Dazu werden zwei Vektoren X1 = (21,y1,21), X2 = (z2,92,22) € R? gewiihlt,
welche zueinander orthogonal stehen und gleiche Norm besitzen. Sie spannen eine Ebene auf
und legen iiber eine intrinsische Ordnung, hier X1, X9, eine Orientierung fest. Wegen der ersten
beiden Bedingungen ergibt sich:

1X0]? = [ Xa)? = 2f 497 + 2
= 23+ys+ 2 (3.2.1)
X1 Xo = mxa+y1y2 + 2122
= 0. (3.2.2)

Mit Z = (z,y,2) = X1 +iX 2 werden aus den Komponenten der Vektoren X1 und X9 komplexe
Zahlen:
r=x1+ixe, Y=y +iy2, 2z=2z1+iz, (3.2.3)
die mit den Relationen (3.2.2) und (3.2.2) das Normquadrat des neuen Vektors ergeben:
Z-Z=Z|" = af+yi+ei+(eh+ys+ ) +2X1Xo
4y +22=0. (3.2.4)

Ein solcher Vektor mit verschwindender Norm wird Isotropischer Vektor genannt. Wegen (3.2.4)
kénnen die drei komplexen Zahlen x,y, z, durch zwei andere komplexe Zahlen ausgedriickt wer-

1Dies ist eine Gruppe ohne abelschen Normalteiler
2Eine Darstellung D in V heisst: 1.) reduzibel: wenn es invariante Unterrdume gibt, 2.) irreduzibel: wenn es keine
invarianten Unterrdume gibt, 3.) vollreduzibel: wenn D dquivalent ist zu D1 @) D2 € . .. mit irreduziblen D;.
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den. Umstellen von (3.2.4) ergibt:

P == +y?) = —(z +iy)(x —iy). (3.2.5)
Setzt man
r+iy=¢* und x—iy=—1?, (3.2.6)

ergibt Subtraktion der Gleichungen (3.2.6) und Einsetzen in (3.2.5) dann:

v o= aytin = (62— )

1
y = y1+iyz=5(¢2+w2) (3.2.7)
z = z1+1iz=9¢Y.

Fiir zwei orthogonale Vektoren X1 und X9 mit gleicher Norm werden die zwel komplexen Zahlen
¢, 1 demnach durch die Relationen (3.2.7) bestimmt. Umgekehrt konnen durch die Zerlegung von
(3.2.7) in den jeweiligen Real- und Imaginérteil die Komponenten der beiden Vektoren bestimmt
werden. Oben Gesagtes motiviert nun eine neue Definition:

Definition 3.2.1 Die Menge der zwei komplezen Zahlen ¢, Y kann als Darstellung der beiden
Vektoren X1, X9 aufgefasst werden. Ein geordnetes Paar (¢, 1), verbunden mit den Vektoren
X1, Xy diber die Beziehungen (3.2.7) wird Spinor, gelegentlich auch Pauli-Spinor, genannt. Wenn
die Norm der Vektoren Xy, Xo gleich Eins ist, wird (¢, ¥) unitdrer Spinor genannt.

Die Definition eines Spinors ist mit simpler Mathematik gefunden und vermag bisher wenig iiber
die vielfiltigen Eigenschaften dieser Objekte auszusagen, wird aber im weiteren Verlauf noch
an Bedeutung gewinnen. Fiir eine gruppentheoretische Definition wird sie jedoch ersteinmal
zuriickgestellt.

3.3 Clifford- und Lie-Algebra

Die Geometrische Algebra - wie die Clifford-Algebra von William Kingdon Clifford persénlich
bezeichnet wurde [9], hat ihre Urspriinge einerseits in der von Herrmann Grassmann eingefiihrten
und anschlieRend von Elie Cartan weiterentwickelten dufieren Algebra [10], andererseits in der
von Sir William Rowan Hamilton erdachten Algebra der Quaternionen [11]. Sie sollte die beiden
auch in der heutigen Physik noch relevanten Methoden in einem gemeinsamen mathematischen
Rahmen vereinigen und hat den Vorteil, durch das Clifford-Produkt (Clifford-Multiplikation)
eine vollstandige geometrische Beziehung von zwei algebraischen Vektoren zu definieren [12]. Im
Gegensatz hierzu besitzen weder das Skalarprodukt, noch das Keilprodukt allein die Eigenschaft
algebraischen Vektoren, Langen und Richtung ohne Metrik zuzuordnen. Das Interesse an der
Clifford-Algebra soll sich hier, wie in der Physik iiblich, auf ihre Relevanz zur Definition der
Spin-Gruppe beschrianken und wird im Kontext der Pauli- und Dirac-Matrizen auftreten.

3.3.1 Lie-Algebra

Eine Algebra al = (V,x) ist ein Vektorraum V iiber dem Kérper K mit einer inneren Verkniipfung
%, genannt Produkt . Somit wird jedem Paar von Vektoren (x,y) aus V ein Vektor z aus V
zugeordnet, sodass durch

THxYy =2, (3.3.1)

der Vektor z das Produkt von & und y genannt wird. Es soll bilinear

(Z Q;x;) * (Z ,Bjyj) = Zaiﬁj(mi * yj) (3.3.2)

1,J
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und assoziativ sein
xx(y*xz)=(r*xy)*z (3.3.3)

und ist demnach eine bilineare Abbildung. Ein Spezialfall sind hierbei die Bilinearformen, be-
zeichnet mit ¢ : V x V' — K. Eine Abbildung @ : V — K heiffit dann quadratische Form, falls
es eine solche, zugeordnete symmetrische Bilinearform ¢ gibt, mit Q(v) = ¢(v,v) = (v,v),v € V.

Das klassische Kreuzprodukt des R3, z = (& x y) ist z.B. solch ein bilineares Produkt und
der Vektorraum R? somit eine Algebra. Auch fiir die infinitesimalen Matrizen Ji,.Jo,J3 der
Gruppe SO(3), welche eine Basis des dreidimensionalen Vektorraumes V3 bilden, kann ein solches
Produkt gefunden werden:

Ji * Jj = JiJj — JjJi = [JZ‘, Jj] y (3.3.4)

genannt Kommutator von J; und J;. Das Produkt der beiden ergibt dann ein neues Element von
V3 und ist aus der Quantemechanik des Drehimpulses bestens bekannt:
(3.3.5) ist ebenfalls eine bilineare Operation und V3 somit eine Algebra genannt so(3).

Definition 3.3.1 Eine Lie-Algebra® ist ein Vektorraum g = (V,[-,-]) dber einem Korper K
zusammen mit einer Verkniipfung [--] : g x ¢ — g, mit (z,y) — [z,y], welche Lie-Klammer
genannt wird und den folgenden Bedingungen geniigt:

1. Sie ist bilinear. Also gilt [ax + By,z] = afz,z] + Bly,z] und [z,ax + By] = a[z,z] + Blz,y]
fiir alle o, B € K und alle x,y,z € g

2. Sie gendigt der Jacobi-Identitat. Also gilt [z,[y,z]]+ [y,[z.2]] +[2,[z,y]] = O fir alle x,y,z € g.
3. Es gilt [x,x] =0 fir alle x € g.

7Zu jeder Lie-Gruppe? G mit den Basiselementen {Bi(¢)}i=1,...n kann eine Lie-Algebra g definiert
werden. Diese wird durch die infinitesimalen Erzeugenden der Lie-Gruppe am neutralen Element

X, = [di’gi)] . (3.3.6)

erzeugt. Mittels der infinitesimalen Erzeugenden werden iiber
(X, X;5] = &iju X (3.3.7)

die Strukturkonstanten ;j;, der Lie-Algebra definiert. Sie charakterisieren die Lie-Algebra, da
diese nur Lie-Algebra einer einzigen, einfach zusammenhingenden Lie-Gruppe sind. So gehdort
z.B. die Lie-Algebra su(2) (kleine gothischen Buchstaben) zur Lie-Gruppe SU(2) (fett gedruckte
Grofbuchtaben). Alle weiteren Lie-Gruppen mit gleicher Lie-Algebra, werden von der einfach
zusammenhéingenden iiberlagert. Dann sind zwei Lie-Algebren isomorph falls es Basen gibt, so
dass die Strukturkonstanten &;;;. gleich sind.

Beispiele fiir eine Lie-Algebra wurden oben angegeben. In der Basis der Ji, Jo, J3 entsprechen
die Strukturkonstanten &;;;, also dem bekannten Levi-Civita-Symbol €.

1Benannt nach Sophus Lie (norwegischer Mathematiker, $1899)
o Mannigfaltigkeit mit Gruppenstruktur, so dass das Produkt als Abbildung von G x G — G € C ist, d.h. eine
glatte Mannigfaltigkeit endlicher Dimension n
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3.3.2 Clifford-Algebra

Betrachtet werden nun n Elemente e;, 1 < j < n, welche die folgende Beziehung erfiillen:
eie; +eje; = {6i,6j} = 2<6i, €j> = 25ij . (338)

Die Elemente kénnen hier z.B. Matrizen oder Operatoren darstellen. Wird das Produkt der
Erzeugenden dieser Elemente
€i1€ip - - - eip, (339)

mit 41 <12 < ... <1y und 0 < p < n gebildet und lduft p von 0 bis n, so gibt es 2" Kombinati-
onsmoglichkeiten wenn zusédtzlich noch das neutrale Element miteinbezogen wird. Damit erhélt
man:

1, e, e€5, ...,e1€2...¢€p. (3.3.10)

Da die e; antikommutieren, e;e; = —eje;, konnen ihre Produkte nach steigender Ordnung sortiert
werden. Es kann aufierdem gezeigt werden, dass diese Produkte linear unabhéngig sind und somit
auch als Basis dienen kénnen [13].

Definition 3.3.2 Es sei V ein K Vektorraum mit den obigen 2™ Produkten als Basis. Durch eine
symmetrische Bilinearform q(-,-) und der damit verknipften quadratischen Form @Q @V — K,

erhdlt der Vektorraum V' die Struktur einer Algebra, genannt Clifford-Algebra, bezeichnet mit
Cl(V,Q) und Dimension 2™.

Ist der Raum V = R” ein Minkowski-Raum der Signatur (p,q) mit Dimension n := p + ¢, d.h.
die quadratische Form ist gegeben durch Q(v) = 23 +--- + a;}% — :1:}27+1 — - — 22 mit v €V, s0
wird die Clifford-Algebra auch mit Cl(p,q) = Cl(p,q,R) bezeichnet.

Gerade und ungerade Unteralgebren

Bei den Produkten e;, e, ... ¢;, einer 2"-dimensionalen Clifford-Algebra kann zwischen Produk-
ten mit geradem und ungeradem p unterschieden werden. Es kann eine Abbildung V' — V|, v —
—v definiert werden, welche die quadratische Form Q(v) = g(v, v) erhélt. Diese kann zu einem,
mit der universellen Figenschaft der Clifford-Algebra vertriaglichen Algebra-Automorphismus
a: Cl(V,Q) — CUV,Q) erweitert werden. Da fiir alle v € Cl(V,Q), a(a(v)) = v gilt, ist « eine
Involution!. Daher ergibt sich eine Aufspaltung von CIV,Q) in einen geraden, CI(V,Q), und
einen ungeraden Anteil, CI*(V,Q), der Form

Cv.Q) = CPV.Q)e Cl(V.Q)
mit CI(V,Q) = {zc ClV,Q)la(zx) = (—1)'x}. (3.3.11)

Allerdings bildet einzig CP(V,Q) eine Unteralgebra.

3.3.3 Beispiele fiir Clifford-Algebren
Anstelle der Bedingung (3.3.8), kann auch

eie; = —eje;, fiir i F#j und e? =-1 (3.3.12)
geschrieben werden, wobei die Elemente e; hier mit der imagindren Einheit ¢ multipliziert wur-
den. Wie Anfangs schon erwéhnt kénnen die Pauli und Dirac-Matrizen als Beispiele fiir eine
Clifford-Algebra dienen.

1Eine Involution ist eine selbstinverse Abbildung. In der Geometrie sind z.B. Punkt- und Geradenspiegelungen
Involutionen
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Pauli-Matrizen

Die Pauli-Matrizen

0 1 0 —i 1 0
01:<1 0), 02:<Z, é) 03:<0 _1>. (3.3.13)

geniigen der Beziehung:
{Oz’,(fj} =0i0j; +00; = 2(51']']1, flir 1,5 =1,2,3. (3.3.14)

Ein Vergleich mit (3.3.8) zeigt, dass die o; als Erzeugende einer Clifford-Algebra dienen kénnen.
0o ist die Einheitsmatrix mit Rang 2. Dann kénnen die folgenden 22 = 8 Matrizen gebildet
werden:

09, 01, 02, 03, 0102, 0203, 0103, 010203 . (3.3.15)

Desweiteren erfiillen sie die Beziehungen
01022i03, 02032i0'1, 0103:i02, Ulo'gdgzidg (3316)
und somit erhilt man die folgenden, iiber dem Korper R3, linear unabhiingigen Matrizen
0o, 01,09, 03,1400, i01 , 109, 103 , (3.3.17)

welche eine achtdimensionale Clifford-Algebra erzeugen. Zu einem beliebigen Vektor X aus V3
des R® mit Basis {€i}i=1,2,3, so dass gilt:

X =ze; + yes + zes, (3.3.18)
korrespondiert eine 2 x 2-Matrix
X = xo1 +yog + zo3. (3.3.19)
Einsetzen von (3.3.13) ergibt
X = (ley x:f) . (3.3.20)

Diese Korrespondenz ist also ein Isomorphismus zwischen dem euklidischen Vektorraum V3 und
dem Vektorraum der hermiteschen 2 x 2-Matrizen, welche die Elemente der Lie-Gruppe SU(2)
darstellen. Die Pauli-Matrizen sind somit Erzeugende der Lie-Algebra su(2) und die durch sie
gebildete Clifford-Algebra CI(3) ist dann eine des euklidischen Raumes R3. Werden jetzt noch
die oben gefundenen Beziehungen (3.2.6) und (3.2.7) eingesetzt, ergibt sich aus (3.3.20):

2
X = (gg _wa) | G.321)

Schon hier sieht man, dass die Pauli-Matrizen also die Darstellung eines reellen, dreidimensio-
nalen Vektors durch die Elemente eines zweidimensionalen, komplexen Raumes ermdoglichen. Im
Folgenden wird weiter darauf eingegangen.

Dirac-Matrizen

Die Dirac-Matrizen lassen sich kompakt mit Hilfe der Pauli-Matrizen schreiben (jeder Eintrag
steht hier fiir eine 2 x 2-Matrix):

10 0 o\ . . (o 1
Y0 = (0 _1> y Vi = <_Ji 0) ) fir = 172737 Y5 = (1 0) . (3322)
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Sie erfiillen die Relation (3.3.8)

{%,’Y]‘} =YY + Y5 = 2m44 fir 1,7 =0,1,2,3, (3.3.23)

wobei 7;; die Komponenten der Minkowski-Metrik darstellen, sodass

nij=0 fir i#j, mo=1, n=-L. (3.3.24)

Damit erhilt man fiir die Dirac-Matrizen
()?=1, ()’ =-1.
Wird nun 79 = o und ; = ia; gesetzt, ergibt sich aus (3.3.23):
{0} =201 fir  dj=0,123. (3.3.25)

Die Matrizen o formen nun 24 = 16 linear unabhingige Produkte, welche eine Basis fiir eine
sechszehn-dimensionale Clifford-Algebra C1(1,3) bilden. Der Minkowski-Raum My kann mit
dem Vektorraum der hermiteschen Matrizen, generiert durch og,01,09,03; identifiziert werden.
Zu einem Vektor X = (zg,z1,r2,x3) € My korrespondiert dann eine hermitesche Matrix X
definiert durch:

X = xg0og + x101 + T202 + 1303 . (3.3.26)

Einsetzen der Pauli-Matrizen ergibt

X = (”””"”3 1 ”"32) . (3.3.27)

T1+1x2 T — T3

Diese Korrespondez ist ein Isomorphismus der kanonischen Darstellung des Minkowski-Raums
und der durch die Pauli-Matrizen generierten Darstellung. Die Algebra CI(1,3) ist also eine
Clifford-Algebra des Minkowski-Raums My und wird Dirac-Algebra genannt.

3.3.4 Die Lie-Algebra s0(3) und so(n)

Betrachtet werden zunéchst drei, eine Clifford-Algebra erzeugende Elemente e;, (1 = 1,...,n),
die somit der Relation (3.3.8) geniigen. Es soll gezeigt werden, dass die Elemente

1
Mij = 561'63'

eine Basis der Lie-Algebra so(3) bzw. so(n) formen. Dazu werden die Kommutatoren der M;;’s
gebildet, die exakt den obigen Kommutatorrelationen (3.3.5) entsprechen werden. Im Falle n = 3
gibt es nur die drei folgenden unabhéngigen Elemente:

1
Mz = jerea = —My baw. Miz = —Ms1, Ma3 = —Msa. (3.3.28)
Damit ergeben sich Kommutatorrelationen untereinander:
1
{Mlg, Mlg] = 1(61626163 — 61636162) = Mgg, (3329)

wobei die Beziehung
€1€2€1€3 — 61(2521 — 6162)63 = 2M32 (3.3.30)

benutzt wurde. Die anderen Kommutatoren ergeben sich analog zu

[M3z2, My = M3, (M3, M3a] = M. (3.3.31)
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Fir Mig = J,, Mz = Jy, Mag = J, erfiillen (3.3.29) und (3.3.31) genau die Relationen der
Lie-Algebra so(3) aus Gleichung (3.3.5) und bilden somit die infinitesimalen Erzeugenden der
Drehgruppe SO(3). Die Beziehungen legen, bis auf einen Isomorphismus, die Strukturkonstanten
fest und definieren somit eine Lie-Algebra.

Fiir den allgemeineren Fall ergibt sich aus der Kommutatorberechnung, mit Hilfe von (3.3.30):

[Mij, Mrs] = 7 (eiejeres — ereseie;)

= 5@'ij7~ + 5irMsj + (Sstm' + 67’jMis R (3.3.32)

welche die Kommutatorrelationen der orthogonalen Gruppe O(n) erfiillen. Es wir jetzt eine Dar-
stellung dieser Gruppe gesucht. Dabei ist V,, der Darstellungsraum, welcher von den Elementen
e erzeugt wird. Zunéchst ein sehr kurzer Einschub.

Exponentialabbildung

In der Theorie der Lie-Gruppen wird eine Abbildung von der Lie-Algebra einer bestimmten
Lie-Gruppe in eine Gruppe, welche die lokale Gruppenstruktur dieser Lie-Algebra erhélt Fzpo-
nentialabbildung genannt. Sie ist der Hauptgrund dafiir, dass Lie-Gruppen durch die zu Grunde
liegenden Lie-Algebren untersucht werden konnen. Bei einer Matrix Lie-Gruppe fallen Exponen-
tialabbildung und das Matrizexponential zusammen. Letztere ist eine Funktion auf der Menge
der quadratischen Matrizen, welche analog zur reellen Exponentialfunktion definiert ist. Das Ma-
trixexpontial stellt die Verbindung zwischen Lie-Algebra und der zugehorigen Lie-Gruppe her.
Sei X eine reelle oder komplexe n x n-Matrix. Das Exponential von X, welches durch eX oder
exp(X) bezeichnet wird, ist die n x n-Matrix, welche durch die folgende Potenzreihe definiert
ist: N

X = % (3.3.33)

k=0

Diese Reihe konvergiert immer, daher ist das Exponential von X wohldefiniert. Wenn X eine
1 x 1-Matrix ist, entspricht das Matrixexponential von X der gewdhnlichen Exponentialfunktion.
Desweiteren kann gezeigt werden [8], dass zu jeder Lie-Gruppe eine ein-parametrige Untergruppe
existiert, wobei jedes Element der Gruppe entweder durch Elemente der Untergruppe aufgebaut
wird oder aber selbst Teil der Untergruppe ist. Dadurch lassen sich die Untergruppe und ihre
Elemente iiber die Exponentialabbildung und einen einzigen Parameter () aus den infinitesi-
malen Erzeugenden der zu Grunde liegenden Lie-Algebra bestimmen. Das hier Besprochene soll
nun Anwendung finden.

Betrachtet wird jetzt der oben angekiindigte Darstellungsraum V,,, erzeugt von den Elementen
er. Die durch den Einschub motivierten Matrizen

lassen sich iiber die Eulersche Identitét und die Antikommutationsrelationen (3.3.12) umschrei-
ben. Wegen (3.3.12) gilt ( %eiej)Q = —i und in der Reihenentwicklung des Kosinus kommen genau
diese quadratischen Terme der Exponentialfunktion vor. Da sich dieselbe Relation (3.3.12) auch
bei den ungeraden Termen der Sinusentwicklung bemerkbar macht, entfillt die Notation iiber
die Imaginédre Einheit. Dann erhdlt man:

Sii(0) = exp[(%@)eiej] = cos(%@)]l + eiejsin(%ﬁ) . (3.3.35)

Die allgemeinsten linearen Transformation eines Vektors X bzw. einer Matrix X, welche die
Determinante und die Hermitizitét erhalten, sind Transformationen der Form

X — X' =UXUT, (3.3.36)
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wobei U € SU (n). Dies ist die spezielle unitare Gruppe der unitiren n x n-Matrizen mit Deter-
minante 1 und komplexen Eintrigen. Es soll nun gezeitg werden, dass solch eine Transformation
eines Vektors X mit S;;(0) X (S;;(0))T = Si;(0) X Si;j(—0) eine Rotation ergibt. Betrachtet werden
dafiir erneut die Elemente e;. Das Ergebnis ist dann:

Si (9)615”(—9) = €; COS(Q) + €; Sin(e)
S (Q)GJSZ (—9) = —e€; sm(Q) +e; COS(Q) , (3337)

wobei die trigonometrischen Identititen sin(2x) = 2-sin(x)cos(z) und cos(2z) = cos?(z) —sin?(x)
verwendet wurden. Dies ist offensichtlich eine Rotation in V,, und die Matrizen (3.3.34) bilden
somit eine Darstellung der SO(n), wahrend die Matrizen M;; eine Basis der Lie-Algebra so(n)
formen.

3.4 Spin-Gruppe
3.4.1 SO(3) und SU(2)

Bei genauer Betrachtung fillt auf, dass die mit einer Rotation identifizierten Matrizen S;;(6)
(3.3.35) bei einer Rotation um ungerade Vielfache von 27 das Vorzeichen dndern. Dieser Vor-
zeichenwechsel tritt bei den eben eingefiihrten Vektortransformationen (3.3.36) der Drehgruppe
SO(3) (hier wird der Fall n = 3 betrachtet) nicht auf (vgl. dazu (3.3.37) bei einer Rotation von
27). Dies ist jedoch nicht das einfachste Transformationsgesetz, das gefunden werden kann. Oben
wurde gezeigt, dass jeder Vektor X iiber die Pauli-Matrizen als 2 x 2-Matrix (3.3.20) darstellbar
ist. Eine lineare Transformation, welche die Determinante und die Hermitizitdt solch einer 2 x 2-
Matrix erhélt, wiare dann genau die Transformation (3.3.36) mit U € SU(2). Fiir ein Objekt
welches iiber

p— ' =Uy =80, mit SO =UcS8U(2) (3.4.1)

transformiert, wird erstens der Vorzeichenwechsel vollzogen und zweitens das Transformation-
gesetz auf seine einfachste Form gebracht. Damit korrespondieren die Elemente U und —U aus
SU(2) beide zu einer einzigen Rotation in SO(3). SU(2) ist somit die zweifach Uberlagernde
von SO(3). Die Gruppe der gerade besprochenen Transformationsmatrizen S wird dann Spin(3)
genannt und mit der speziellen unitaren Gruppe SU (2) identifiziert. Objekte v, welche die Trans-
formationseigenschaften (3.4.1) erfiillen, heifen Spinoren.

3.4.2 Definition iiber die Clifford-Unteralgebra CF (V)

Eine, durch die Diskussion der Clifford-Algebra ermdéglichte, Definition erfolgt {iber den geraden
Teil derselben. Sei V' ein Vektorraum mit nicht ausgearteter symmetrischer Bilinearform ¢ und
Q(v) = q(v,v). In der Clifford-Algebra Cl(V,Q) koénnen dann Spiegelungen in V dargestellt
werden. Dazu wird eine elementare Folgerung aus der Antikommutationsrelation des Produkts
genutzt:

2 _
vTY (2(v,v) — zv)v = (x— 2<'U,:1:>’U . (3.4.2)
(v,v) (v,v) (v,v)
%l
Ist v ein Einheitsvektor, |(v,v)| = 1, so ist die Abbildung v — Ssp(v), Ssp(v)z = <‘1’J‘”;’> = tvxv

die Spiegelung an der zu v senkrechten Hyperebene, denn (x!) ist eine sogenannte Householder-
transformation'. Jede Spiegelung ist eine orthogonale Abbildung, somit ist die von den Spiege-
lungen erzeugte Gruppe eine Untergruppe der orthogonalen Gruppe.

1Im dreidimensionalen Raum ist die Householdertransformation eine Spiegelung an einer Ebene (durch den Ur-
sprung). Die Darstellung dieser linearen Abbildung durch eine Matrix H = I — %'D’UT, wird als Householder-
Matrix bezeichnet
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Die Pin-Gruppe

Auch jede orthogonale Abbildung ldsst sich umgekehrt in ein Produkt aus Spiegelungen zerlegen.
Die Zerlegung ist allerdings nicht eindeutig, aber die Clifford-Produkte der Einheitsvektoren der
Spiegelmatrizen unterscheiden sich, wie oben gesehen, héchstens durch ihr Vorzeichen. Die Pin-
Gruppe ist als die Gruppe aller dieser Produkte von Einheitsvektoren definiert:

Pin(V) :={v;...vp: ke Nyu; € V, |[(v;,v;)| = 1}. (3.4.3)

Sie wird zur Gruppe durch die Existenz eines Inversen: vy ...vgvg ...v; = +1. Die Urbilder der
gleichen orthogonalen Abbildung unterscheiden sich somit nur um das Vorzeichen.

Die Spin-Gruppe
Die oben schon eingefiihrte, physikalisch bedeutsamere Gruppe ist aber die Spin-Gruppe
Spin(V) = {v,...vy, € Pin(V) : k € N} = Pin(V) N CP(V) (3.4.4)

der Produkte mit gerader Anzahl von Faktoren, also des geraden Teils CI°(V) der Clifford-

Algebra Cl(V). Oben wurde fiir den Spezialfall n = 3 schon gezeigt, dass sie eine zweifache

Uberlagerung der speziellen orthogonalen Gruppe SO(V') ist. Desweiteren ist sie einfach zusam-

menhiingend, d.h. sie lisst selbst nur noch triviale Uberlagerungen zu. Fiir die Clifford-Algebra

Cl(1, 3) des Minkowski-Raumes, erzeugt iiber die Dirac-Matrizen, ist die Spin-Gruppe Spin(1, 3)

dementsprechend zweifache Uberlagerung der eigentlichen orthochronen Lorentz-Gruppe SO(1, 3).
Sie kann mit der speziellen linearen Gruppe SL(2,C) identifiziert werden, welche auch eine zwei-

fache Uberlagerung der SO(1,3) ist'. Dies soll im Folgenden gezeigt werden.

3.5 SL(2,C) und die Lorentz-Gruppe

Analog zur Korrespondenz zwischen SU (2) und SO(3), existiert eine Korrespondenz zwischen
SL(2,C) und SO(1,3), die hier etwas physikalischer als bisher betrachtet werden soll. Der Grund
dafiir liegt in der Méglichkeit aus dieser Beziehung die Dirac-Gleichung herzuleiten, die natiirlich
einer physikalischen Interpretation bedarf. Dabei wird zunéchst wie in [14] vorgegangen.

Zwei relativ mit der Geschwindigkeit v zueinander bewegte Inertialsysteme sind {iber sogenannte
wLorentz-Boosts* (spezielle Lorentztransformationen) miteinander verbunden. Fiir eine relative
Bewegung entlang der z-Achse sind diese Transformationen duch die Gleichungen

t— % — vt
= x':u, y=y, ==z (3.5.1)
v2 v2
V- 2 V* &2
ausgedriickt. Mit v = (1 — 02/02)_1/2, B =v/c, zg =ct, z1 =z, ... konnen sie als
zy =y(zo + Br1), ) =~(Bwo+71), ThHh=10, TH=13 (3.5.2)

geschrieben werden. Durch Umstellen erhilt man v? — 3242 = 1 und Parametrisieren iiber den
Parameter o, ergibt:

v = cosh(pz), 7B = sinh(p,), (3.5.3)
wobei tanh(¢,) = v/c gilt. Damit ist

x|, cosh(pz) sinh(pz) 0 0\ [z
; .
x) sinh(p,) cosh(p,) 0 O] | 21

pr— . .4
z 0 0 1 0| (3:54)
zl 0 0 0 1) \x3

1Nur wenn zusitzlich noch AOO > 0 gefordert wird.
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Die Transformationsmatrix wird Boost-Matriz genannt und mit B, bezeichnet. Relation (3.3.6)
wird verwendet um die infinitesimalen Erzeugenden dieser Boost-Transformationen zu finden.
Dann gilt:

1 [dBx(¢x) 1
K= | R
SDLU LPI:O

el g L)) sy
d‘Py 0’ i d(Pz pz=0

Die beiden anderen Matrizen werden analog fiir Bewegungen in y- bzw. z-Richtung gefunden:

0100 0010 000 1

1 00 0 o o0 o0 o o o o0 o0
KEe==ilg 00 0|l =71 000l %= 000 0 (3.5.6)

000 0 0000 1000

Bei einer aktiven Rotation' eines Vektors X um dieselben Achsen z,y, z ergibt sich im dreidi-
mensionalen euklidischen Raum das Gleichungssystem:

) 1 0 0 x1
zh | =10  cos(pz) sin(eg) x| . (3.5.7)
zl 0 —sin(pz) cos(pz) ) \x3

Die infinitesimalen Erzeugenden der Rotations-Matriz R, werden wieder iiber (3.3.6) berech-
net und ergeben im M, unter Hinzunahme der zeitlichen xp-Komponente die folgenden 4 x 4-
Matrizen:

00 00 0 00 0 0 00 0
oo oo o o001 o o010
== 0 o 1|0 00 ol 70 -1 0 0 (3.5.8)
00 -1 0 0 -1 0 0 0 00 0

Die allgemeinsten Lorentztransformationen werden aus den eben eingefiihrten 6 Erzeugenden
geformt, da sie aus 3 Boosts in 3 Richtungen und Rotationen um 3 Achsen bestehen. Die Kom-
mutatorrelationen der J’s und K’s konnen nun explizit iiber die oben gegebenen Matrizen be-
rechnet werden. Im Unterabschnitt (3.3.4) erfolgte dies schon fiir die Kommutatoren der J’s der
Lie-Algebra so(3) iiber die allgemeinen Matrizen M;; der Elemente ej. Die Kommutatoren fiir
(3.5.6) und (3.5.8) lauten dann:

[Ki, Kj| = —iegjpJr, (i, Jj] = tejpdr,  [Ji, Kj] = i€ Ky, (3.5.9)

Die Elemente der Kommutatoren (3.5.9), abstrakt wieder als M;; geschrieben, geniigen of-
fenbar der Vertauschungsrelation der Lie-Klammer (3.3.7). Also bilden die sechs Erzeugenden
M;; mit i,j = 0,...,3,4 < j eine Basis der Lie-Algebra so(1,3) bzw. der Lie-Algebra des
Minkowski-Raumes. Die Strukturkonstanten der M;;’s sind natiirlich die Levi-Civita-Symbole
€;jk- Die abstrakte Notation hat den Vorteil einen Ausdruck fiir allgemeine, infinitesimale Lorentz-
Transformation zu geben, wobei gilt:

Kj = —iMj[] = iMQj und Jk = ieijkMij y mit ’i,j, k= 1, 2, 3. (3510)
In Matrixform ergibt sich dann:

0 o €02 €03

egr 0  —e€2 —e13
M = EijkMij = 0 _
€02 €12 €23

€03 €13 €3 0

(3.5.11)

1Rotation des Vektors, nicht des Koordinatensystems
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Die Zuordnung der M;;’s zu den Erzeugenden K'’s ist also nicht eindeutig, daher formen diese
keine geschlossene Algebra und reine Lorentztransformationen ergeben keine Gruppe [14]. Wer-
den die Elemente ey jetzt durch die Elemente o; (3.3.25) der Dirac-Algebra ersetzt, lisst sich
auch der allgemeine Kommutator der Lie-Algebra (3.3.32) berechnen und die einzelnen Kompo-
nenten M,,, mit den Komponenten der eben gefundenen Erzeugenden gleichsetzten. In (3.3.23)
wurde schon gezeigt, dass die Dirac-Matrizen der Dirac-Algebra CI(1,3) gehorchen. Da dies eine
Algebra des Minkowski-Raumes ist, bilden sie auch eine Basis der Lie-Algebra so(1, 3), was durch
die eben gewonnenen Erkenntnisse nochmals bestétigt wurde.

Da linker und mittlerer Kommutator (3.5.9) bis auf das Vorzeichen gleich sind, kann daraus ge-
schlossen werden, dass infinitesimale Boosts in verschiedene Richtungen eine Drehung erzeugen!
Dies ist der Ursprung der Thomas-Prazession [14]. Allerdings stellt, wie oben erwéhnt, nur die
erste Gleichung eine Lie-Algebra dar. Bei den anderen beiden spricht man von ihrer supersymme-
trischen Erweiterung. Durch Definition neuer Operatoren kann zu zwei seperaten Lie-Algebren
iibergegangen werden. Dies fiihrt zur rechten und linken Fundamentaldarstellung.

3.5.1 Die linke und die rechte Fundamentaldarstellung

Da gerade die Erzeugenden der Lorentztransformationen eingefithrt wurden, soll nun das Trans-
formationsverhalten von 2-komponentigen Spinoren beziiglich dieser Erzeugenden betrachtet
werden. Die Kommutatorrelationen (3.5.9) werden, wie oben schon angedeutet, von den Pauli-
Matrizen (3.3.13) erfiillt, da gilt:

11 . .
[2ai, 2@] = %eijkak, und somit K = i%a. (3.5.12)

Es muss also zwei verschiedene Arten von Spinoren geben, die zu den zwei Vorzeichen der K's
korrespondieren. Diese Struktur der Lorentz-Algebra so(1, 3) l14sst sich weiter vereinfachen, wenn
aus den hermiteschen Erzeugenden J und K sechs neue, nicht-hermitesche Operatoren 7 und
T~ konstruiert werden:

1

T = 5 (i +iKj), mit j=1,....3. (3.5.13)

Die Kommutatorrelationen (3.5.9) veréndern sich dann zu:
[T5, T = —ieip T, , [T, T | =iewTy , (1,7, T;1=0. (3.5.14)

Bei den linken und mittleren Gleichungen handelt es sich durch die Kommutatorrelation der
Pauli-Matrizen (3.5.12) jeweils um eine Multiplikation zweier su(2) Lie-Algebren. Da sie, wie
aus der rechten Gleichung ersichtlich ist, auf getrennten Unterrdumen wirken, kénnte die Pro-
duktgruppe SU(2) ® SU(2) als dquivalent zur SO(1,3) vermutet werden. Es wird sich jedoch
herausstellen, dass es sich auf Grund der komplexen Linearkombination um die SL(2,C) han-
delt. Die Produktgruppe und die eigentliche-orthochrone Lorentz-Gruppe sind allerdings lokal
isomorph, ihre Lie-Algebren stimmen somit iiberein. Da T und T~ beide SU(2) erzeugen, gibt
es jeweils einen zu T und T~ korrespondierenden Drehimpuls (7, j'). Wenn fiir einen der beiden
der Spezialfall Spin-(0) gilt, ergibt sich:

(,0) = JU = KU fir (T~
0,j) = JV = —iKW  fir (TF=

0)
0), (3.5.15)
was genau die beiden Mdglichkeiten (3.5.12) erftllt. Im Unterabschnitt (3.4.1) wurde gezeigt,
dass sich ein Spinor mit den Matrizen S(6) (3.4.1) transformiert. Diese wurden iiber die Expo-
nentialabbildung aus den Erzeugenden der jeweiligen Transformationsgruppe gewonnen. Damit
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ergibt sich fiir die (eigentlich-orthochronen'!) Lorentztransformationen mit Parametern (6, ) von
Rotationen und Boosts:

A=expli(0-J+ ¢ - K)|. (3.5.16)
Die Aufspaltung in zwei Darstellungen entspricht der sogenannten linken und rechten Funda-

mentaldarstellung.

Die linke Fundamentaldarstellung (0, %)

Die Darstellung hat Spin-(1/2) und stellt den linkshindigen Spinor ¥, = (¢,v)T dar. Er

transformiert mit einer Spinordarstellung 7+ = 0 und T~ = /2, also gilt:
Uy (zr) — \I/L(:E/) =ApV(x), (3.5.17)
wobei
Ap = A02) = exp [ig(e + icp)} , (3.5.18)

die linkshindige Transformationsmatrix ist.

Die rechte Fundamentaldarstellung (3,0)

Die Darstellung hat Spin-(1/2) und stellt den rechtshiindigen Spinor Wp = (¢g,¥g)? dar. Er

transformiert mit einer Spinordarstellung 7T = ¢ /2 und T~ = 0, also gilt:
\I/R<J?) — \PR<$/) = AR\I/R({L'), (3.5.19)
wobei
Ap = A0 = exp [i;’(e - igp)] : (3.5.20)

die rechtshindige Transformationsmatrix ist und Spinoren, die mit dieser transformieren, ge-
punktet genannt werden. Die Punkte dienen iiblicherweise der Kennzeichnung des komplex Kon-
jugierten werden hier aber nicht benétigt.

Durch die komplexe Linearkombination von den Drehimpuls-Erzeugenden J und den Boost-
Erzeugenden K sind, wie oben erwihnt, die neuen Operatoren 7+ und 7~ nicht mehr hermitesch.
Dies hat nicht unitire Darstellungen Ay, zur Folge. Da komplexe Konjugation bei nicht-unitéiren
Matrizen durch Ahnlichkeitstransformationen nicht erreichbar ist, sind beide Fundamentaldar-
stellungen indquivalente Darstellungen der Lorentz-Gruppe. Dennoch kann eine Relation gefun-
den werden:

Ap =eAhe ' = Ap, mit e= —ioy = <(1) _(1)> . (3.5.21)
Denn es gilt ja o20%02 = —O’%O’ = —o und somit auch
Ap = o9exp [—i;(@ + zgo)] o)
= olexp [—iaz*(@ + ch)}
= Ap. (3.5.22)

Die Matrix € wird Spinor-Metrik genannt und wirkt auf Spinoren wie die Lorentz-Metrik auf
Tensoren. Werden nun die Determinanten der Transformationsmatrizen der beiden Fundamen-
taldarstellungen gebildet, fallt auf, dass det(Ar) = det(Ar) = 1 ist und Ap und Ap somit

1von hieran wird nur von Lorentztransformationen, ohne Zusatz, gesprochen.
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komplexe 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1 sind. Solche Matrizen bilden aber genau die Grup-
pe SL(2,C).
SL(2,C) = {A € C¥*?|detA =1} . (3.5.23)

Sie hat eindeutig 6 Parameter, denn die Matrizen sind von der Form:

a b
A= (c d) , ad —bc=1; (3.5.24)

und bestehen somit aus komplexen Zahlen a, b, ¢,d, mit zwei Bedingungen. Diese 6 Parameter
korrespondieren zu den 3 Rotationswinkeln und den 3 Geschwindigkeiten der allgemeinen Lor-
entztransformationen. Da zukunftsweisende, zeitartige Vektoren zukunftsweisend bleiben sollen,
handelt es sich um die eigentliche-orthochrone Lorentz-Gruppe. Die SL(2,C) ist dadurch zwei-
fach Uberlagernde der SO(1,3). Diese sogenannte Weyl-Darstellung hat den Nachteil, dass die
Raumspiegelung, dh. die Paritdtsoperation im Allgemeinen keine Darstellung in SL(2,C) fin-
det, da unter Raumspiegelung der Darstellungsraum verlassen wird. Dieses Problem 16st der
Ubergang zur 4-dimensionalen Dirac-Notation. Dh. der Ubergang zu der allgemeinen Darstel-
lung DPirac — p(1/2.0) g p(0:1/2) auf dem 4-dimensionalen Raum der Dirac- oder Viererspinoren.
DPirac it dann also eine Darstellung der Gruppe Spin(1,3), welche isomorph zur SL(2,C) ist.

Das Gefundene soll nun kurz zusammengefasst werden. Es gibt 2-komponentige Spinoren, welche
eine wohldefinierte Transformationen (3.4.1) unter SO(3)-Rotationen besitzen. Fiir allgemeine
Lorentztransformationen gibt es hingegen zwei verschiedene 2-komponentige Spinoren. Die unge-
punkteten transformieren unter der Fundamentaldarstellung (3, 0) mit (3.5.18), die gepunkteten
unter der Fundamentaldarstellung (0, £) mit (3.5.20). Ihre Verkniipfung ist eine Darstellung der
Gruppe Spin(1, 3) und kann iiber Elemente der Dirac-Algebra CI(1,3), also durch die Dirac- bzw.
Pauli-Matrizen gebildet werden. Grob gesprochen ist die Dirac-Gleichung dann eine Beziehung
zwischen diesen Spinoren [14]. Im folgenden Kapitel soll sie, auf dieser Grundlage aufbauend,
hergeleitet werden.
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4 Die Dirac-Gleichung

Der Ablauf aller physikalischen Vorginge, dh. der Naturgesetze, ist laut Relativitdtsprinzip in al-
len Inertialsystemen gleich. Demnach miissen die sie beschreibenden Gleichungen invariant unter
Lorentztransformationen formuliert werden (Lorentzkovariant (vgl. Einleitung von Anhang A).
Die im Jahre 1926 von Erwin Schrédinger vorgeschlagene wellentheoretische Beschreibung von
Teilchen konnte eine solche Bedingung nicht erfiillen und schied somit als Kandidat fiir eine rela-
tivistische Wellengleichung aus. Ein erster Versuch eine lorentzkovariante Gleichung einzufiihren
wurde zwar noch von Schrédinger selbst getétigt, jedoch kurze Zeit darauf von ihm verworfen.
Klein und Gordon vollzogen dann denselben Schritt, indem sie iiber das Korrespondenzprinzip,
aus der Energie-Impulsbeziehung

P'ou=E*—p*=m?, mit pg=E —ihd,, p— —ihV, (4.0.1)

die quantenmechanische Klein-Gordon-Gleichung:

(O+m*) =0, (4.0.2)

herleiteten, wobei
i=c=1 und O= (8} - V? (4.0.3)

gilt. Die Linearitdt der Zeit ist fiir die Schrodingergleichung charakteristisch, da aus ihr die
Méglichkeit der Zeitentwicklung erwiichst. Die relativistisch implizierte Symmetrie zwischen E =
po und den p;’s in (4.0.1) fithrt dann aber auf den Umstand, dass auch die rdumlichen Variablen
erster Ordnung sein miissen. Daher forderte Dirac dieselben Bedingungen fiir eine relativistische
Gleichung [15], was in einem Differentialoperator erster Ordnung resultierte.

P =~"0,, (4.0.4)

mit Koeffizienten v*, so dass
Oy = §(@) (4.0.5)

gilt, dh. die ,Wurzel“ des d’Alambert-Operators gebildet wird. Um eine Lésung der Klein-Gordon-
Gleichung zu finden, muss dann zunéchst die Dirac-Gleichung gelést werden, welche im Folgenden
mit den Mitteln des vorigen Kapitels hergeleitet werden soll, wobei der gewihlte Weg von Diracs
urspriinglichem abweicht und in Anlehung an [14] erfolgt. Wie oben schon geschehen, wird die
einsteinsche Summenkonvention von nun an wieder Verwendung finden.

4.1 Die Dirac-Gleichung im Minkowski-Raum

Zunichst wird die Paritdtsoperation eingefiihrt, unter welcher das Vorzeichen eines Lorentz-
Boosts wechselt: v — —v. Dann dndern auch die Erzeugenden K ihr Vorzeichen, K — —K und
verhalten sich damit wie ein Vektor, wihrend es bei den Erzeugenden J gleich bleibt, J — +J und
diese sich somit wie Pseudovektoren verhalten, was von Drehimpulsen unter Paritdttransforma-
tion zu erwarten ist. Die linke und rechte Fundamentaldarstellung, (7,0) und (0, j), vertauschen
also unter Paritdt und dadurch auch die links- und rechtshéndigen Spinoren ¥y <+ Upr. Dann
ist es nicht mehr ausreichend, die beiden 2-komponentigen Spinoren ¥y und Vg getrennt zu
betrachten und der 4-komponentige Dirac-Spinor

v
= (ﬁ) (4.1.1)
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wird eingefiihrt. Unter Transformation der Produktgruppe der beiden Fundamentaldarstellungen

ergibt sich:
Upn e'3(0—ie) 0 Upr . Agr 0 Upr
(‘I’L> - ( 0 20+ J\w, ) 0 AL) \ ¥ (4.12)

und die Paritdtsoperation erfolgt iiber

(o) (0 9) (52) - (32)- o

Der 4-komponentige Spinor ist dann eine irreduzible Darstellung von SO(1, 3), erweitert durch
Paritdt bzw. eine Darstellung von Spin(1,3). Die Darstellung (4.1.2) ist allerdings, wie im zuvo-
rigen Kapitel schon festgestellt, nicht unitir, da die Erzeugenden T und T~ nicht hermitesch
sind. Ublicherweise ist aber gerade die Quantenmechanik an unitiren Darstellungen von Symme-
triegruppen interessiert, da nur diese die Ubergangswahrscheinlichkeit zweier, in verschiedenen
Bezugssystemen betrachteten, Zustéinde erhélt. Dieses Problem ist auf die nicht-Kompaktheit
der Lorentz-Gruppe zurlickzufiithren. Da die Parameter der Lorentz-Boosts, die Geschwindigkei-
ten, Werte des offenen Intervalls v/c = 0 bis v/c = 1 annehmen, die Parameter der Rotationen
hingegen von 6 = 0 bis § = 27 laufen und diese Punkte miteinander identifiziert werden, ergibt
sich anschaulich aus der Geraden ein Kreis. Der Raum der Rotationen ist also endlich, der Raum
der Gruppe SO(1,3) dagegen unendlich und es folgt, dass SO(1,3) nicht kompakt ist. Fiir ein
volles Verstiandnis dieser und anderer Eigenschaften des Spins bzw. der Spinoren, bedarf es ei-
ner weiterfithrenden Diskussion der Poincaré-Gruppe, die in dieser Arbeit jedoch nicht gegeben
werden soll (vgl. z.B. [16]).

Die Transformationen (4.1.2) werden nun auf den Fall der Lorentz-Boosts beschrankt, dh. 6 = 0.
Dann ergibt sich fiir den rechtshindigen Spinor

Tp — 2Py = [cosh(g) to- ﬁsinh(%)]\PR, (4.1.4)

wobei 71 ein Einheitsvektor in Richtung des Lorentz-Boosts ist. Der anfingliche Spinor soll ein
Teilchen in Ruhe beschreiben, ¥ (0), der transformierte Spinor ein Teilchen mit Impuls p, ¥ r(p).
Mit den Identitéiten sinh(2x) = 2 - sinh(z)cosh(z) und cosh(2z) = cosh?(z) — sinh?(z), ergibt
sich aus Gleichung (3.5.3) cosh(p/2) = [(y + 1)/2]2 ,sinh(p/2) = [(y — 1)/2]2 und (4.1.4) wird

h Yr(p) = <7"2"1>é +o-p (751)% UR(0). (1.1.5)

Fir ein Teilchen mit Gesamtenergie F, Masse m und Impuls p gilt nach der speziellen Rela-
tivititstheorie E = ymc?. Umstellen ergibt v = E/mc? und fiir groke Geschwindigkeiten und
(c=1)ist E —m ~ 0. Einsetzen in (4.1.5) liefert:

E+m+o-
Vr(p) = — T P yp0) (4.1.6)
2m(E + m)]2
und fiir den linkshéndigen Spinor analog
E+m-—o-
vi(p)= — T By 0. (4.1.7)
2m(E + m)]z

Desweiteren besitzt ein Teilchen in Ruhe keinen bestimmten Drehsinn (Rechtsschraube bzw.
Linksschraube), der Spin kann somit weder als links-, noch rechsthindig identifiziert werden.
Daraus folgt U7, (0) = U(0). Einsetzen und Umformen lisst aus (4.1.6) und (4.1.7)
_E-0o-p

= m\I/L(p) bzw. ¥p(p) = —VYr(p) (4.1.8)

Vr(p) - -
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werden. Diese beiden Gleichungen konnen auch in Matrixform beziiglich des 4-komponentigen
Spinors (4.1.1) geschrieben werden:

< - p‘””"p) (‘I'R> —0. (4.1.9)
Po— 0P —m vy

Es werden noch die 4 x 4-Matrizen

01 ; 0 —of
0 7 ) .e .
v = <1 0) , Y= (al 0) , fir i=1,2,3 (4.1.10)

eingefithrt. In Kapitel 3 Unterabschnitt 3.3.3 wurden #hnliche Objekte schon betrachtet und
etwas vorschnell Dirac-Matrizen genannt. Die Namensgebung erscheint im aktuellen Kontext
jedoch wesentlich sinnvoller, da im néchsten Schritt die Dirac-Gleichung abgeleitet und die Ma-
trizen (4.1.10) dabei behilflich sein werden. Die Unterschiede in den Darstellungen sind einzig
durch die gewdhlte Basis bedingt. Auch die Matrizen (4.1.10) erfiillen die Dirac-Algebra CI(1,3)
und ihre Darstellung nennt sich chirale- oder Weyl-Darstellung. Werden sie nun in Gleichung
(4.1.9) eingesetzt, ergibt sich

(Y°po 4+ v'pi —m) =0, (4.1.11)

wobei p, = (E, —p) ist und somit YOpo+7ip; = vHp, gilt. Dann erhélt man in Impulsdarstellung

(v*pu —m)¥(p) =0 (4.1.12)

und mit Hilfe des Impulsoperators 70, die etwas geldufigere Variante in Ortsdarstellung:

(iv"0, —m)¥(xz) = 0. (4.1.13)

Dies ist die Dirac-Gleichung fiir massive Spin-(1/2) Teilchen. Fiir ein massenloses Teilchen
entkoppelt die Gleichung (vgl. z.B. (4.1.9)) in zwei 2-komponentige Spinorgleichungen

(po+o-p)¥L(p)
(po—o-p)¥r(p) = 0, (4.1.14)

Weyl-Gleichungen genannt, wobei ¥ (p) und Yr(p) auch als Weyl-Spinoren bezeichnet wer-
den. Da fiir ein masseloses Teilchen pg = |p| gilt, reduzieren sie sich auf

o-pVYy=-—Y;, und o -p¥Yr=Vp. (4.1.15)

Der Operator o - p misst dabei die auf die Richtung des Impulses projezierte Komponen-
te des Spins, genannt Helizitdt. Die Weyl-Spinoren sind also Eigenwerte der Helizitat, wobei
der linkshéndige (rechtshindige) Spinor zu negativer (positiver) Helizitdt korrespondiert. Die
Weyl-Darstellung ergibt sich durch einen unitdren Basiswechsel aus der Standard- oder Dirac-
Darstellung

V2 V2

Spinortransformationen transformieren nur in dieser Basis die ersten und die letzten beiden Kom-
ponenten des Dirac-Spinors getrennt. Eine weitere Darstellung ist die Majorana-Darstellung in
der alle Gamma-Matrizen imagindr werden. Die Dirac-Gleichung ist dann ein reelles Differenti-
algleichungssystem.

) . _ . 1 11 _ 1 1 -1
V\Z/Veyl = U’Y]ZDiracU " mit U=— (_1 1) , U l_pt=— (1 1) . (4.1.16)

Die Dirac-Gleichung beschreibt die Wahrscheinlichkeitsamplitude eines einzelnen Spin-(1/2) Teil-
chens und baut somit eine Ein-Teilchen Theorie auf. Die Wellenfunktionsinterpretation kann die
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Erzeugung und Vernichtung von Teilchen nicht befriedigend beschreiben, wodurch die Erweite-
rung zu einer Dirac-Gleichung fiir Felder unabdingbar wird. Mit der hier hergeleiteten Gleichung
(4.1.13) ist es moglich, das magnetische Moment des Elektrons sehr genau zu bestimmen und die
Feinstruktur vieler atomarer Spektrallinien zu erkléren [16]. Desweiteren ergibt sich auf natiirli-
che Weise eine Bescheibung des Spins'. Diracs urspriingliches Ziel war es jedoch, die Probleme der
Klein-Gordon-Gleichung zu 16sen. Diese kann zwei Defekte nicht beheben: die Wahrscheinlich-
keitsdichte ist nicht positiv definit und negative Eigenzustinde des zu beschreibenden Teilchens
treten auf. Ersteres kann von der Dirac-Gleichung gelost werden, zweiteres hingegen nicht. Ein
Blick auf (4.1.12) und die Relation (7°)? = 1 zeigen, dass ein Dirac Teilchen in Ruhe den beiden
Gleichungen

Yoo =m¥ und po¥ = mA T (4.1.17)

gehorcht. Die Eigenwerte von 7° sind +1 (zweimal) und —1 (zweimal), dh. es gibt zwei L&-
sungen mit positiver und zwei Lésungen mit negativer Energie. Durch Ausschreiben der vier
Komponenten aus (4.1.12) kann gezeigt werden, dass die Energieeigenwerte dann

zweimal

zweimal , (4.1.18)

E = +(m*+p?)
E = —(m’+p%

N[—= =

ergeben (vgl. [14]). Zu den beiden Losungen mit positiver Energie korrespondieren dann zwei
Spin Zustande. Teilchen mit negativer Energie wurden bis zur Herleitung der Gleichung jedoch
nie beobachtet und eine Welt mit Teilchen, deren Energien nach oben und nach unten unbe-
schrinkt sind, wére instabil, daher postulierte Dirac, das Vakuum sei ein sogenannter Dirac-See.
In einem solchen ist jeder denkbare Zustand mit negativer Energie schon besetzt, so dass weitere
Elektronen nur positive Energien annehmen kénnen. Wird geniigend Energie hinzugefiigt, dh.
mindestens die Ruheenergie zweier Elektronen, kann einem Elektron des Sees positive Energie
verliehen werden. Das entstehende Loch verhilt sich dann wie ein Zustand mit der restlichen,
ebenfalls positiven Energie und der fehlenden, entgegengesetzten Ladung. Dirac selbst dachte
zundchst, es handele sich hierbei um Protonen, obwohl seine eigene Gleichung sogar Teilchen mit
einer Masse dquivalent zu der des Elektrons vorraussagte. Die Existenz von Antiteilchen und die
Paarerzeugung von Elektron-Positron-Paaren wurde aber nur ein Jahr spéter beobachtet. Dirac
musste seine Annahme daher verwerfen und die Aussagen der obigen Gleichung wurden auf ein-
driickliche Art verifiziert. Die Vorstellung des Dirac-Sees ist heute allerdings durch die Feynman-
Stiickelberg-Interpretation ersetzt, welche die Dirac-Gleichung, wie oben erwihnt, als Gleichung
fiir ein Quantenfeld ¥(z) deutet. Mathematisch wird das obige Phédnomen dann iiber einen
Operator ausgedriickt, der in den quantenmechanischen Zustéinden Teilchen oder Antiteilchen
erzeugt oder vernichtet. So kénnen mit Hilfe der Quantenfeldtheoretischen Feynman-Diagramme
viele Probleme aus der Elementarteilchenphysik interpretiert und qualitativ berechnet werden.
Fiir eine Beschreibung der Dirac-Gleichung in gekriimmter Raumzeit wird jedoch weiterhin die
hergeleitete Ein-Teilchen Theorie verwendet.

4.2 Die Dirac-Gleichung in gekriimmter Raumzeit

An Stelle des Minkowski-Raumes wird jetzt eine Raumzeit M, dh. eine vierdimensionale orien-
tierte und zeitorientierte Lorentz- Mannigfaltigkeit, betrachtet. In Kapitel (2) wurden Tetraden
als Vektorfelder offener Mengen U,V C M eingefiihrt, wobei eine Transformation von einer offe-
nen Menge in eine andere in den Uberlappungsgebieten der beiden mittels einer lokalen Lorentz-
transformation erfolgte. Gesucht ist nun das Analogon eines 4-komponentigen bzw. Dirac-Spinors
des Minkowski-Raums in einer gekriimmten Raumzeit. In der Disskussion solcher Spinoren im
Minkowski-Raum wurden zu einer Lorentztransformation A zwei Matrizen Ay r der Gruppe
SL(2,C) bzw. deren Verkniipfung mit Spin(1,3) assoziiert. Dort traten keine Probleme auf, da

1Wenn Dirac’s urspriinglichem Weg gefolgt wird. In dieser Arbeit wurde mit Darstellungen der Spin-Gruppe
gearbeitet und somit schon vom Phinomen des Spins ausgegangen.
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es sich um eine konstante, weil globale Matrix A handelte. Im aktuellen Kontext sind die A(z)’s
aber nur lokal definiert und somit korrespondieren auch nur lokale A(x) aus SL(2,C) zu diesen.
Da jeder Spinor als Tensor darstellbar ist, gilt natiirlich das Tensortransformationsgesetz (2.2.4)
fiir die LLT’s,

U — U = A(2)V. (4.2.1)

Fiir die beiden lokalen Fundamentaldarstellungen ist dies aber nicht ohne Weiteres gegeben. Sollte
es dennoch moglich sein, wird von einem Lift der Strukturgruppe des Tangentialbiindels TM € M
aus der Gruppe SO(1,3) in die Gruppe SL(2,C) gesprochen. M besitzt dann eine sogenannte
Spin-Struktur. Das Konzept soll nun vertieft werden, um das Spinor-Biindel einzufiihren.

4.2.1 Das Dirac-Spinor-Biindel

Es wird wieder die Raumzeit M mit der Strukturgruppe SO(1,3) herangezogen. P sei ein Punkt
in einer offenen Umgebung U mit Tetradenfeld é(,y. Die Tetrade (P) = €., (P) im Punkt P
wird jetzt stetig in U entlang einer geschlossenen Kurve C' = C(t), im Einheits-Intervall I = [0, 1]
transportiert, bis sie an ihren Ausgangsort @(P) zuriickgekehrt ist. Verschiedene Punkte 4 (C(t))
der Kurve kénnen nun mit dem Ausgangspunkt a(C(0)) = u(P) verglichen werden, indem das
Tetradenfeld é(P) am Punkt P mit allen anderen Tetradenfeldern der Umgebung U identifiziert,
dh. in sie transformiert wird. Dies erfolgt aber iiber LLT’s. Durch den Vergleich von 4(C(t))
mit €(,) an der Stelle C(t), ergibt sich 4(C(t)) = éq(C(t)) = A%, €y (C(t)) und die geschlos-
sene Kurve ¢ — A(¢) liegt somit in SO(1,3). Zu der resultierenden Kurve korrespondiert eine
zweifach iiberlagernde Kurve C' aus SL(2,C). Dann gibt es zwei Elemente A und B (wobei
B = —A und A = I, also die Einheitsmatrix gewéahlt werden kann) aus SL(2, C), die beide auf
das Element A%, aus SO(1,3) abbgebildet werden. Das Bild der Verbindung von I nach —I
durch die Kurve C liegt wieder in S O(1,3) und ist gerade die oben betrachtete, geschlossene
Kurve C(t). Topologisch ist dies &quivalent zu einer Rotation von 27 in SO(1,3), was damit
auch fiir die mit dieser Kurve verbundene Tetrade gilt. Um jedoch wieder zum Ausgangspunkt
der Kurve C' in SL(2,C) zu gelangen, bedarf es einer weiteren Rotation, in der Summe also 47.
Ungliicklicherweise ist dieses Resultat aber nicht eindeutig und von der Wahl der Tetradenfelder
abhiingig [17] und so wird ein Tetraden-Biindel' gesucht, das sich speziell unter Darstellungen
von SL(2,C) transformiert. Besitzt M eine Spin-Struktur, ist SL(2,C) Strukturgruppe und Te-
traden @ konnen um beliebige geschlossene Kurven C' in M transportiert werden, so dass bei
Riickkehr zum Ausgangspunkt zwischen einer geraden und ungeraden Anzahl von Rotationen
unterschieden werden kann. Es wird dadurch ein neuer Aspekt der Tetraden eingefithrt der auf
den oben erlduterten Begriff orientation-entanglement Bezug nimmt und gelegentlich die Bezeich-
nung spin-entanglement erhélt [18]. Mit ihrem spin-entanglement spezifizierte Tetraden kénnen
Spin-Rahmen genannt werden, sollen hier aber ihre alten Namen beibehalten. Analog zu Kapitel
3 kénnen dann 2-komponentige Spinoren iiber die Darstellungen A von SL(2,C) definiert wer-
den, deren disjunkte Vereinigung auf ganz M das sogenannte Spinor-Biindel ist. Es wird von
nun an immer eine Raumzeit M mit Spin-Struktur gefordert.

Die LLT’s sind jetzt also die Transformationen des Tetraden-Biindels und die Matrizen A(x)
die des 2-komponentigen Spinor-Biindels. Durch die Verkniipfung der beiden Darstellungen von
A(x) ergibt sich das mit &M bezeichnete, 4-komponentige Dirac-Spinor-Biindel mit Trans-
formationen der Gruppe Spin(1,3). Diese lidsst sich somit auch

Spin(1,3) = { <61 ATO_1>

schreiben. Die Elemente? W des Dirac-Spinor-Biindels dienen dann als die ,Wellenfunktionen“

Ae SL(Q,(C)} (4.2.2)

1Analog zum Tangentialbiindel, nur fiir Tetradenfelder.
2In der Theorie der Faserbiindel eigentlich der Schnitt.
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der Quantentheorie.

Fiir die Konstruktion des Diracoperators @ in gekriimmter Raumzeit bedarf es einer kovarian-
ten Ableitung. Der in Anhang A eingefiihrte Levi-Civita-Zusammenhang wird hier aber nicht
verwendbar sein, da &M und T'M verschiedene Biindel iiber M sind. Es bedarf also eines Zu-
sammenhangs in &M, der iiber eine zweifach iiberlagernde Darstellung p von SO(1,3) mit TM
verbunden ist.

4.2.2 Der Spin-Zusammenhang

Die Raumzeit M besitzt eine Spin-Struktur und ein Zusammenhang fiir das Dirac-Spinor-Biindel
GM der Wellenfunktionen ¥ mit der Darstellung:

p: SL(2,C) —> Spin(1,3) (4.2.3)

ist gesucht. Dann muss zunéchst ein Zusammenhang des Tangentialbiindels mit SL(2,C) als
Strukturgruppe konstruiert werden. Dazu ein kurzer Einschub beziiglich allgemeiner Zusammen-
hénge in Tangetialbiindeln.

Zusammenhinge in Tangentialbiindeln

Ein Zusammenhang in einem Tangetialbiindel T'M ordnet jeder offenen Umgebung U C M
eine g-wertige Linearform wy zu!, mit g als Lie-Algebra von TM [17]. In Kapitel 2 wurde die
Linearform wy schon fiir den Levi-Civita-Zusammenhang eingefiihrt und bildete dort eine Matrix
aus Linearformen (vgl. (2.3.13)). Bei der Wirkung auf tensorielle Objekte wie z.B. Vektoren
entsteht dann eine Matrix von vektorwertigen Linearformen:

wh X" = w, " X da' . (4.2.4)
Das kovariante Differential? lautet damit:
VuXu = dXy +wy Xy (4.2.5)
und in jeder Uberlappung der Umgebungen U,V € M gilt:
Vv Xy =CyvyVu Xy, (4.2.6)

wobei Cyy fiir die jeweilige Transformationsmatrix zwischen den beiden Umgebungen steht.
p: G — GL(N) ist eine Darstellung der Strukturgruppe von T'M. Da g Lie-Algebra von T'M
ist, bildet sie auch den Tangentialraum zur Mannigfaltigkeit G im Punkt P und gl(N) den
Tangentialraum zu GL(N) im Punkt p(P) = P. Eine lineare Transformation p, : g — gl(N) der
Lie-Algebren wird dann mit p, bezeichnet. Fiir M € gund M € gl(N) werden die 1-parametrigen
Untergruppen iiber die Exponentialabbildung geformt, so dass exp(6M) und exp(fM) gelten.
Da p ein Homomorphismus ist, ergibt das Bild p[exp(#M )] eine 1-parametrigen Untergruppe von
GL(N) fiir die ja genau exp(6M) gilt. Im Punkt P ist aber p,(M) tangential zu plexp(6M)] und
daher folgt M = p,(M). Durch Einsetzen erhilt man:

plexp(600)] = exp(Bp.(M)). (4.2.7)

Anstatt eine Darstellung der Strukturgruppe iiber eine 1-parametrige Untergruppe spezieller
Erzeugender zu konstruieren, kann also auch einfach die Lie-Algebra durch eine lineare Trans-
formation gewechselt werden und das Ergebnis bildet dann iiber die Exponentialabbildung auto-
matisch eine Strukturgruppe von T'M. Daher soll T M, jetzt genau iiber solch eine Darstellung

1Das U steht fiir die Existenz in der offenen Umgebung.
2Ergibt sich durch Kontraktion der kovarianten Ableitung mit der Differential- bzw. Linearform, also V = V ,dz"
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p: G — GL(N), das zu TM assoziierte Tangentialbiindel sein (dieser Platz wird spéter vom
Spinor-Biindel eingenommen). Ein zu T'M,, korrespondierender Zusammenhang I' in der offenen
Umgebung U wird damit

FU = PxWy (428)

geschrieben, der durch Folgendes definiert ist: Fiir einen Tangentialvektor X € T'M ist wy (X)) €
g und damit p.[wy (X)) € p«(g) = gl(N). Mit der Beziehung

[pswu](X) = pufwo (X)], (4.2.9)

wird aus I', mit unterdriickten Tetradenindizes:
'y =T(dz,) = (psw), = (psw)(dzy) = pewy, - (4.2.10)

Definition 4.2.1 I, definiert einen Zusammenhang fiir das Biindel TM,, so dass dieses tiber
die Darstellung p mit dem Biindel T M assozitert wird.

Das kovariante Differential fiir ein assoziiertes Biindel wird damit zu:
VU =d¥ + (psw)¥, mit Vy¥y = p(Cyy)Vy¥y (4.2.11)
und die kovariante Ableitung schreibt sich [17]:
VU =0,V + (pewy) V. (4.2.12)

Mit diesen allgemeinen Aussagen soll nun zum Zusammenhang des Tangentialbiindels mit SL(2, C)
als Strukturgruppe zuriickgekehrt werden.

Wieder ist w die Zusammenhangsform und die zu betrachtenden Algebren sollen so(1,3) und
s[(2, C) sein. Fiir einen Tangentialvektor X € T'M bildet wyr(X) € so(1,3) dann die Lie-Algebra
der eigentlichen-orthochronen Lorentz-Gruppe. Da A : SL(2,C) — SO(1, 3) eine 2 : 1-Abbildung
ist, existiert zu wy(X) € s0(1,3) eine Zusammenhangsform w'(X) € sl(2,C), so dass

Aw (X)) = wy(X) (4.2.13)

gilt (Der Vektor ist zweifach {iberlagert, aber nur eine der beiden Uberlagerungen hat ihren Ur-
sprung in I € SL(2,C)). Hierbei stellen die A,’s infinitesimale Lorentztransformationen dar. Die
so definierten s[(2, C)-wertigen, lokalen Linearformen wy; bilden die Zusammenhangsformen des
Tangentialbtindels TM der Raumzeit M deren Struktur-Gruppe SL(2,C) ist. Der Beweis wird
dariiber erbracht, A, auf das Transformationsgesetz (2.3.1) in Kapitel 2 anzuwenden, da A, ja
1:1 ist. Dazu wird allerdings auf die Literatur verwiesen (vgl. z.B. [17] S. 484).

Es gibt nun also einen Zusammenhang des Tangentialbiindels TM mit Strukturgruppe SL(2,C)
und eine Darstellung p dieser Gruppe durch 4 x 4-Matrizen aus Spin(1,3) (vgl (4.2.2)). Das 4-
komponentige Dirac-Spinor-Biindel G M ist {iber diese Darstellung p mit dem Tangentialbiindel
verbunden. Es muss jetzt noch ein assoziierter Zusammenhang I' gefunden werden welcher der

Relation (4.2.8) gehorcht.

Werden dazu die beiden Matrizen (3.5.11) aus Kapitel 3 und (2.3.13) aus Kapitel 2 nebeneinander
geschrieben

0 e €02 €03 0  wot wo2  Wo3
M = e M — €1 0 —e0 —e13 w— | w0 0 —wi2 —wi3 (4.2.14)
= & ij — = L.
IR ez €2 0 —exs |’ wo2 W12 0 —wog |’

€3 €13 €3 0 woz3 w1z wez 0
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fallt auf, dass die Zusammenhangsformen w, des Levi-Civita-Zusammenhangs durch die schon
gefundenen infinitesimalen Lorentztransformationen A, = M ausgedriickt werden konnen, was
ja genau durch (4.2.13) gefordert wird. Die Kommutatorrelationen der Rotations- und Boost-
Erzeugenden werden aber von den Pauli-Matrizen erfiillt, so dass gilt (1/2)0%® = M, und w;L
lasst sich somit schreiben als:

/

1 a
Wy =50 abwuab. (4.2.15)

Die Darstellungen p : SL(2,C) — Spin(1,3) iiber komplexe 4 x 4 Matrizen sind von der Art
(4.2.2) [17]:

p(A)=<’g A?_1> und m(h):(é‘ _;}) mit e sl(2,C). (4.2.16)

Damit kann nun der Zusammenhang I'), = p*wL berechnet werden. Einsetzen liefert:

1 oto? 0
Ly = iw,uab 0 b_a

—o’c
1 o’ 0 1 c%c? 0
= iwﬂoﬁ [0 —O'B + 5&)#(1’8 [ 0 —O'ﬁga] . (4217)
Da aber mit den Dirac-Matrizen ¢ gilt:
B agB
0.8 _ |7 0 a8 _ |00 0
~y [0 _05] und %y [ 0 —0500‘] ) (4.2.18)

ergibt sich '), = (1/2)7075(»“05 + (1/2)7“75wua5. Durch Zusammenfassen erhdlt man den Spin-
Zusammenhang im Dirac-Spinor-Biindel:

1 1
L, = Z'Ya’)’bwuab = gwwb ['ya,fyb] , (4.2.19)

da ja Wiah = ~Wypg gilt.

4.2.3 Der Dirac-Operator in gekriimmter Raumzeit

Wird I', in Gleichung (4.2.12) eingesetzt, ergibt sich fiir die kovariante Ableitung im Spinor-
Biindel:

1
Vil = 0,9 + cwam”, )W (4.2.20)
Der Dirac-Operator in gekriimmter Raumzeit ist dann von folgender Form:
1
(O + 30,0l A = P AT = P, (1221)

wobei die Dirac-Matrizen nur lokale Giiltigkeit besitzen und ihre Kovarianz dann iiber v# = e/ ,~v*
mit den Tetradenfeldern e/, (z) gewihrleistet ist. Ein Vergleich mit Gleichung (4.1.13) ergibt:

(ivMV,, —m)¥(z) =0]. (4.2.22)

Dies ist die Dirac-Gleichung in gekriimmter Raumzeit (vgl. [17], [19], [20], [21]). Eine noch
kompaktere Version schreibt sich:

(i) — m)¥(z) = 0. (4.2.23)

Wie oben schon erwédhnt, erfiillen natiirlich auch die allgemein kovarianten 7’s die Dirac-Algebra
(3.3.23):
A" =2¢". (4.2.24)
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Dabei stellt g eine allgemeine Metrik dar. Zur Bestimmung eines Hamiltonoperators kann die
Gleichung (4.2.22), durch eine Uberschiebung des Spin-Zusammenhanges mit den ortsabhingigen
Dirac-Matrizen, in Schrédingerform gebracht werden. Eine Untersuchung von Spin-(1/2) Teilchen
in speziellen und allgemeinen Raumzeiten ist somit ermoglicht. Die darauf folgende Frage lautet
dann: Welche Vorhersagen liefert solch eine Theorie? Ein Ausblick wird in der anschlieffenden
Diskussion gegeben.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war es, eine allgemein kovariante Gleichung fiir Spin-(1/2) Teilchen zu finden.
Der Spin ist ein quantentheoretisches Phinomen und wird mathematisch iiber Spinoren beschrie-
ben, deren Urspriinge im euklidischen- und Minkowski-Raum liegen. Die in der ART verwendete,
vierdimensionale, orientierte und zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit verhélt sich lokal genau
wie der Minkowski-Raum. Die auf dieser Raumzeit definierten Tensoren sind zur Modelierung des
Spins dennoch nicht geeignet, da ihre Transformationen eine Darstellung von GL(n,R) bilden,
was fiir Spinoren nicht gilt. Daher wurden an jedem Punkt der Raumzeit orthonormale Tetraden
mit lokaler SO(1,3) Symmetrie eingefiihrt, so dass Spinoren dann in diesen Bezugssystemen defi-
niert werden konnten. Da aber eine Aufspaltung von SO(1, 3) in zwei Fundamentaldarstellungen
aus der Gruppe SL(2,C) existiert und diese indquivalent sind, bedurfte es zur Implementierung
von Spinoren in gekriimmter Raumzeit noch einer zuséitzlichen Struktur der Mannigfaltigkeit.
Diese wurde Spin-Struktur genannt und gewéhrleistete, durch ihre Funktion SL(2,C) als Struk-
turgruppe des Tangentialbiindels zu etablieren, die Definition sogenannter Spin-Rahmen. Da
diese nach einer geraden oder ungeraden Anzahl von Rotationen klassifiziert werden konnten,
liefsen sich von dort an auch 2-komponentige Spinoren und somit das Spinor-Biindel definieren.
Durch die Verkniipfung der beiden Darstellungen ergab sich das 4-komponentige Dirac-Spinor-
Biindel mit Transformationen der Gruppe Spin(1,3), die iiber den geraden Teil CP(1,3) der
Clifford-Algebra CI(1, 3) definiert wurde und welche die Pauli- und Dirac-Matrizen auch erfiillten.
Um Verbindungen zwischen den einzelnen Spinoren herstellen zu kénnen wurde eine kovariante
Ableitung und dadurch ein Spin-Zusammenhang des Tangentialbiindels 7'M mit Strukturgruppe
SL(2,C) und eine Darstellung p dieser Gruppe durch 4 x 4-Matrizen aus Spin(1,3) gefordert.
Diese konnten durch die aus Boosts und Rotationen erzeugten, allgemeinen infinitesimalen Lor-
entztransformationen geliefert werden. Da die Pauli-Matrizen dieselben Kommutatorrelationen
erfilllen und iiber die Abbildung p durch die Dirac-Matrizen ersetzt werden konnten, existier-
te dann ein, von diesen Matrizen abhingiger, Zusammenhang des Spinor-Biindels. Durch die
Kontraktion der Dirac-Matrizen mit den Tetraden und dem Einsetzen der gefundenen Objekte
in die Dirac-Gleichung des Minkowski-Raumes, ergab sich letztendlich die gesuchte, allgemein
kovariante Gleichung zur Beschreibung von Spin-(1/2) Teilchen.

Die hergeleitete Dirac-Gleichung hat im allgemeinen keine ebenen Wellen als Losungen und
nur in sehr speziellen Fillen konnen iiberhaupt geschlossene Losungen gefunden werden. Bei
einer Interpretation als Gleichungen fiir quantisierte Felder treten zusitzliche Schwierigkeiten
auf. Diese erstrecken sich aber genauso auf den flachen Minkowski-Raum wie auf gekriimmte
Raumzeiten. Tan D. Lawrie beschreibt die Minkowski-Raum Version des sogenannten Unruh-
Effekts dabei folgendermafen [19]:

the vacuum state, which from the point of view of an inertial observer contains no
particles, will be perceived by an accelerating observer as containing a thermal bath
of particles at a temperature proportional to the observer’s acceleration.

Bei der Beschreibung des Effektes wird davon ausgegangen, dass ein Grundzustand in der Quan-
tenfeldtheorie in speziellen Koordinaten fiir einen Teil der Raumzeit, dargestellt wird. Dieser
sogenannte Rindler-Wedge wird also iiber die Rindler-Koordinaten beschrieben und stellt den
Ausgangspunkt der Herleitung dar. Ein in der Rechnung auftretender, aus der Perspektive des
Rindler-Beobachters betrachteter, Erwartungswert von Teilchen mit Impulsen im Intervall p und
p + dp, enthilt als einen Faktor die mittlere Besetzungszahl der Fermi-Dirac-Statisik. Diese be-
schreibt aber den Erwartungswert eines Ensembles von Teilchen in einem bestimmten Zustand.
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Wihrend der Bildung des Erwartungswertes geht eine grofse Menge an Information verloren. Der
obige, in der Herleitung des Unruh-Effekts auftauchende Term ist aber Erwartungswert eines
reinen Zustandes, der somit alle verfiigbaren Informationen enthélt. Dieser Zustand eines Feldes
mit der Gesamtheit der Informationen ist nur dem im Rindler-Wedge beschleunigten Beobachter
zugénglich. Fiir den Teil der Raumzeit, der fiir ihn unzugénglich ist, gehen dann Informationen
iiber diesen Zustand verloren.

Von einem quantenfeldtheoretischen Standpunkt aus bedeutet obige Aussage aber auch, dass die
Anzahl der in einem gewissen Zustand vorkommenden Teilchen vom Bezugssystem des Beobach-
ters abhéngig ist. Das Konzept des Teilchens hat somit keine vom Bezugssystem unabhingige
Bedeutung und auch die Definition des Vakuums als Zustand nicht vorhandener Teilchen ist
hinféllig. Solange die Minkowski-Raumzeit betrachtet wird, ist die Anzahl von Teilchen in einem
bestimmten Zustand in allen Inertialsystemen gleich und da diese iiblicherweise zur Definition
der Teilchen und des Vakuums herangezogen werden, ist der Effekt im flachen Raum von ge-
ringer Bedeutung. Bei einer Beschleunigung durch die Erdanziehung von g = 9,81m/s? ist die
Temperatur durch den Unruh-Effekt nur 4-1072° K und somit fiir alle praktischen Anwendungen
absolut vernachlissigbar.

In einer gekriimmten Raumzeit gilt dies jedoch nicht mehr, da kein einzelnes Koordinatensystem
fiir die gesamte Mannigfaltigkeit gefunden werden kann. Im Allgemeinen wird dann kein Zustand
existieren, der von jedem Beobachter als Vakuum bezeichnet wird. Beziiglich des Aquivalenzprin-
zips kénnte dann erwartet werden, dass ein beschleunigter Beobachter in einem Vakuum, dort
vorhandene Teilchen als von einem Gravitationsfeld erzeugt interpretiert. Eine im Jahre 1974
von Stephen Hawking verdffentlichte Arbeit [22] bestétigte diese Annahme fiir den Fall eines
schwarzen Loches. Laut Hawking wird ein Beobachter in grofer Entfernung zum schwarzen Loch
die Emission von Teilchen aus demselben wahrnehmen. Besitzt es eine Masse M, korrespondiert
diese Hawking-Strahlung genau zu der eines schwarzen Korpers der Temperatur kT = hk/27.
r steht dabel fiir die Beschleunigung durch Gravitation an der Oberfliche eines Korpers der
Masse M und Schwarzschildradius rg, bei einem schwarzen Loch also fiir die Beschleunigung am
Ereignishorizont. Teilchen innerhalb dieses Horizonts kénnen dem schwarzen Loch nicht mehr
entkommen, daher muss ihre Erzeugung auferhalb desselben stattfinden. Die dazu bendstigte
Energie muss dann durch eine Reduktion der Masse des schwarzen Lochs bereitgestellt werden.
Eine detailierte Analyse zeigt, dass die Energiedichte in der Ndhe des Ereignishorizonts sogar ne-
gativ ist und es einen einwérts gerichteten Energiefluss gibt. Demnach kénnen schwarze Locher
,wverdampfen“ und ggf. vollstdndig verschwinden. Die Temperatur der emittierten Strahlung sinkt
dabei mit wachsender Masse. Grofte schwarze Lécher haben hierdurch eine nicht nachweisbare
Strahlung. Kleine emittieren hingegen eine deutliche Warmestrahlung was zu einer raschen Mas-
sereduktion fiihrt. Bei der Verallgemeinerung der QFT auf gekriimmte Raumzeiten wurde jedoch
die Riickwirkung des Quantenfeldes vernachléssigt. Um das Schicksal eines schwarzen Lochs ver-
stehen zu kénnen, bedarf es daher einer Theorie, die auch diese Wechselwirkung beriicksichtigt.
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6 Anhang A

Dieser Appendix dient einer Wiederholung mathematischer Grundlagen der Allgemeinen Relati-
vitdtstheorie (ART). Dementprechend sind die hier aufgefiihrten Darstellungen weder vollstindig,
noch werden Herleitungen einzelner Aussagen explizit durchgefiihrt. An fiir das Versténdis wich-
tigen Stellen, wird auf anschaulichere Spezialfille und Beispiele verwiesen, da sich insbesondere
eine Behandlung differentialgeometrischer Objekte wie Kurven, Tangenten oder Kriimmung auf
intuitive Vorstellungen beruft. Um eine méglichst prazise Formulierung der angesprochenen Kon-
zepte zu gewihrleisten, folgt die Darstellung einer eher strengen, wenn auch nicht stringenten
mathematischen Notation und ist in grofsen Teilen an [23| und [4] angelehnt. Daher werden, in
uniiblicher Weise, in diesem Appendix ausschlieblich kleine lateinische Buchstaben als Indizes
verwendet.

6.1 Karten, Atlanten, Mannigfaltigkeiten

In dem 1918 in den Annalen der Physik veroffentlichten Artikel Prinzipielles zur allgemeinen
Relativitdtstheorie |24], ging Albert Einstein auf eine Reihe von Publikationen desselben Jahres
ein, um einige Grundlagen der ART neu zu formulieren. Dabei beschrieb er die drei Hauptge-
sichtspunkte, die auch heute noch in etwas abgewandelter Form, die Ausgangspunkte der ART
bilden, folgendermafien:

Relativitdtsprizip: Die Naturgesetze sind nur Aussagen tber zeitrdumliche Koinzi-
denzen; sie finden deshalb ihren einzig natirlichen Ausdruck in allgemein kovarianten
Gleichungen.

Aquivalenzprinzip: Trigheit und Schwere sind wesensgleich. Hieraus und aus den
Ergebnissen der speziellen Relativititstheorie folgt notwendig, daff der symmetrische
Fundamentaltensor (g,,) die metrischen Eigenschaften des Raumes, das Trigheits-
verhalten der Korper in thm, sowie die Gravitationswirkungen bestimmt. Den durch
den Fundamentaltensor beschriebenen Raumzustand wollen wir als “G-Feld” bezeich-
nen.

Machsches Prinzip: Das G-Feld ist restlos durch die Massen der Korper bestimmit.
Da Masse und Energie nach den FErgebnissen der speziellen Relativitdtstheorie das
Gleiche sind und die Energie formal durch den symmetrischen Energietensor (1))
beschrieben wird, so besagt dies, dafi das G-Feld durch den Energietensor der Materie
bedingt und bestimmit sei.

Heute wird zwischen dem schwachen Aquivalenzprinzip (WEP) und dem starken oder einstein-
schen Aquivalenzprinzip (EEP) unterschieden und vor allem letzteres ist fiir die im folgenden
Kapitel eingefithrten Begriffe verantwortlich. Wird der zweite Teil des oben angefithrten Aquiva-
lenzprinzips umformuliert und erweitert, schreibt sich das EEP etwa:

In sehr kleinen Raumzeit Regionen, reduzieren sich die Gesetze der Physik auf die der speziellen
Relativitatstheorie; mit lokalen Experimenten ist es unmdéglich ein Gravitationsfeld zu detektieren.
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Durch die Aussage des Prinzips wird also eine mathematische Struktur gesucht, die sich lokal
wie der Minkowski-Raum verhilt, aber global auch eine nichttriviale Kriimmung des Raumes
zulésst. Forderungen dieser Art kénnen durch sogenannte Mannigfaltigkeiten erfiillt werden.

Definition 6.1.1 M sei eine Menge und n,k € N. FEine n-dimensionale Karte von M ist ein
Paar (U,p), mit U C M und ¢ als eine Bijektion von U auf eine offene Teilmenge von R™. Ein
C*-Atlas A von M ist eine Familie von Karten (Us,p;), (i € I) mit den Eigenschaften:

(MA1)
M=Ju
i€l
(M.A2) Kompatibilitit der Karten (Paarweise):
Firijel und UNU; # 0 ist pjo cpi_l Ck-diffeomorph (bijektiv und k-mal stetig
differenzierbar).

p

N g2
N=h § P 1

I - -

Abbildung 6.1.1: (M A1) Die vier Karten der Kugel bilden einen Atlas. (M.42) Kompatible
Karten (U,p) und (Vo).

Definition 6.1.2 Zwei C*-Atlanten A und B einer Menge M sind dquivalent, wenn AU B
wieder ein C*-Atlas ist, also jede Karte von A mit jeder Karte von B kompatibel ist und umge-
kehrt.

Definition 6.1.3 Ein C*-Atlas ist A mazimal, wenn er jeden zu A dquivalenten Atlas umfasst.

Die bisher definierten grundlegenden Konzepte sind fiir die Einfithrung des Mannigfaltigkeits-
begriffes noch nicht vollsténdig ausreichend, da zusétzlich z.B. Stetigkeit, der auf einer Man-
nigfaltigkeit noch zu definierenden reellwertigen Funktionen, fiir physikalisch relevante Aussagen
gefordert wird.

Definition 6.1.4 FEin topologischer Raum [M,G] ist eine Menge M und ein System G von Teil-
mengen von M mit

(G1) M,peg
(G2) Fir G; € G gilt auch |J;G; € G
(G3) FirGy,....GyegGgiltGinN...NGn €G

Das System G heifst Topologie, seine Bestandteile offene Mengen.

Durch G wird ein Konvergenzbegriff festgelegt, die Findeutigkeit erhilt man durch ein Tren-
nungsaxiom:
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Definition 6.1.5 Ein topologischer Raum [M,G] heifit Hausdorff-Raum, wenn zu zwei ver-
schiedenen FElementen P,Q € M immer disjunkte Mengen G, H € G mit P € G und Q € H
existieren.

Dieses Trennungsaxiom kann nur erfiillt werden, wenn ein sogenanntes zweites Abzdhlbarkeitsaxi-
om gefordert wird. Die durch den maximalen Atlas erzeugte Topologie wandelt hiermit die Grund-
menge in einen Hausdorff-Raum.

Definition 6.1.6 Eine C*-Mannigfaltigkeit [M,A] ist ein das zweite Abzihlbarkeitsaziom er-
fiillender Hausdorff-Raum M mit einem C*-Atlas A, dessen Karten o Homeomorphismen! sind.
Wenn alle Bilder o(U) der Karten offene Teilmengen von R™ sind, ist n die Dimension der
Mannigfaltigkeit.

Bis hierher ist es also méglich, lokal auf den R™ abzubilden, mit der Mdglichkeit dort stetig
differenzierbare Funktionen zu definieren. Dieses Vorhaben motiviert den Begriff der Unterman-
nigfaltigkeit, durch welche spezielle, jedoch anschaulichere Definitionen der Kurve des Tangen-
tenvektors und Tangentenraumes in R™ mdglich werden, um auf den axiomatischen Zugang des
allgemeinen Falles vorzubereiten.

Definition 6.1.7 Eine n-dimensionale C*- Untermannigfaltigkeit M in R™ (n < m) ist eine
nichtleere Menge der Form

M={(E,. . ™ eR™: fi(c',... ") =0,i=1,...,m—n}

mit k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f; auf R™, deren Funktionalmatriz auf M den Rang
m —n hat.

Der Begriff der Tangentialebene in einem bestimmten Punkt P, der in einer glatten Fliche
verlaufenden Kurve in R3, bereitet der Anschauung geringe Schwierigkeiten. Erweiterung auf
R™ ergibt dann:

Definition 6.1.8 FEine C*-Kurve auf einer Untermannigfaltigkeit in R™ ist eine Abbildung ~
von einem Intervall I nach M, deren Bestandteile v definiert durch

Y(t) = (7' (), - ™(1)
k-mal stetig differenzierbar sind?.

Ein Tangentevektor ergibt sich nun durch das Bilden der Ableitung der Kurve ~

Definition 6.1.9 Der Vektor

zur oben definierten Kurve heifit Tangentenvektor im Punkt v(t). M, bezeichnet die Menge
aller Tangenvektoren im Punkt P und heiffit Tangentenraum.

Tangentenvektoren in diesem Sinne lassen sich als Geschwindigkeitvektoren auffassen, wenn die
Kurve als Bahngleichung eines Massenpunktes verstanden wird. Dies erhellt auch den Umstand,
dass sich ein Tangentenvektor durch die Wirkung einer Richtungsableitung auf reelle Funktionen
erkléren lasst.

1Ein Homeomorphismus ist eine bijektive, stetige Abbildung zwischen zwei topologischen Riumen mit stetiger
Inverse.
oHier in Parameterdarstellung
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Definition 6.1.10 Fir eine C°°-Untermannigfaltigkeit M von R™ sei F(M) der lineare Raum
aller reellwertigen Funktionen f auf M, fir die fir jede Karte ¢ die Funktion f o o' beliebig
oft differenzierbar ist.

Werden jetzt zwei Funktionen f,g € F(M) gewéhlt, heifen diese P-dquivalent, wenn sie auf einer
offenen Umgebung von P iibereinstimmen. Durch diese Aquivalenzrelation wird eine Klassenein-
teilung in F(M) erzeugt und das System all jener Klassen P-adquivalenter Funktionen mit F(P)
bezeichnet. Da nun ein linearer Raum fiir die Funktionen f gegeben ist, kann die Richtungsablei-
tung definiert werden:

Definition 6.1.11 Zu P € M, x € M, und f € F(M) heifit die Zahl xf = (f o~)'(0) mit
~v(0) = P und ~'(0) =  Richtungsableitung von f an der Stelle P in Richtung z.

6.2 Der Tangentialraum

Die durch die Definitionen 6.1.7 - 6.1.11 gewonnenen speziellen Aussagen, werden nun verallge-
meinert.

Definition 6.2.1 Es sei P € M. Eine Abbildung x : F(M) — R mit den Eigenschaften
Linearitit: (A 4+ png) = Maf) + n(zg)

Leibniz-Regel: x(fg) = (xf)g(P) + f(P)(zg)

wird Tangentenvektor (bzw. Tangentialvektor, kontravarianter Vektor) in P genannt.
Die Menge aller Tangentialvektoren zu einem festen Punkt P € M heifit Tangentenraum (bzw.
Tangentialraum) M,. Die disjunkte Vereinigung aller Tangentialrdume von M

T™ = |J{P} x M,
pPeM

heifit Tangentialblindel von M.

Im Gegensatz zum Tangentialraum, ist das Tangentialbiindel T'M kein linearer Raum, sondern
eine Mannigfaltigkeit mit dim(TM) = 2dim(M). Die Kurvendefinition auf einer allgemeinen
Mannigfaltigkeit ergibt sich abgesehen von einigen Modifikationen analog zu Def. 6.1.8 und gibt
durch Umrechnung auf die Karte Anlass zu k-mal stetig differenzierbaren reellwertigen Funktio-
nen ul,... u™ definiert durch (u!(t),...,u™(t)) = ¢(v(t)). Dies fiihrt auf:

Definition 6.2.2 Zu einem gegebenen Punkt P der n-dimensionalen C°°-Mannigfaltigkeit und
der Karte ¢ bezeichnet d%l(P) oder kiirzer 0; den Tangentenvektor, welcher der Funktion f €
F(P) die Zahl
O(fop! _
V22 ) o) = (7 0 6™ (0(P) (6.2.1)

zuordnet.

Die Anwendung des Tangentevektors 0; auf f bedeutet also die partielle Ableitung nach der -
ten Koordinate, der auf die Karte ¢ umgerechneten Funktion f o~!. Erneut dient das Beispiel
aus Def.6.1.7 der n-dimensionalen C*-Untermannigfaltigkeit von R™ der Anschauung. Mit der
Darstellung (£1,...,6™) = ¢~ 1(ul, ... u") entspricht dies dem Vektor:

9; = (851 y %m) (6.2.2)

oul’ T oul

Das die 0;’s eine Basis des M, bilden, wird erst nach Einfiihrung des Vektorfeldbegriffes deutlich,
welcher speziell im R? in Kombination mit den Tangentialriumen auf natiirliche Weise eine
Vorstellung von Kriimmung in mathematischer Formulierung geben kann.
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Definition 6.2.3 Fin Vektorfeld X auf einer C°°-Mannigfaltigkeit M ist eine Abbildung, die
jedem Punkt P € M einen Tangentialvektor X(P) € M, zuordnet. X ist ein C'°°-Vektorfeld,
wenn fir alle f € F(M) die reellwertige Funktion X f, definiert durch X f(P) = X (P)f, beliebig
oft differenzierbar ist. Der lineare Raum aller C*°-Vektorfelder auf M heifst X (M).

Ist P ein Punkt einer n-dimensionalen C°°-Mannigfaltigkeit M, gibt jede Karte (U,p) mit P € U
Anlass zu den n Vektorfeldern 9; € X(P), definiert durch

Aif(P) = 0i(foe™ ) (e(P)). (6.2.3)

Das sind die zur Karte ¢ gehorenden Koordinatenvektorfelder 0, ..., d, und zu ihnen bilden fiir
jeden Punkt P der Karte, die Tangentialvektoren 0;(P) im Tangetialraum M), eine Basis. Diese
Basisvektoren werden also durch die gewdhlten Koordinatenfunktionen bestimmt und auf Grund
ihrer Verkniipfung holonome Basen genannt.

Allgemein konnen neben Vektoren auch entsprechende Duale eingefiihrt werden, denn die Menge
aller linearen Funktionale w eines Vektorraumes V mit w : V — K! bildet selbst einen linearen
Raum, genannt Dualraum V*. Wie in Def.6.2.3 zu sehen, wird in der klassischen ART mit Vek-
torrdumen in Form von Tangentialrdumen gearbeitet, dementsprechend werden also Dualrdume
fiir eben diese gesucht. Der zum linearen Tangentialraum M, duale Raum M} heift Kotangen-
tialraum, seine Elemente Kotangentialvektoren (bzw. Kovektoren, kovariante Vektoren).

Definition 6.2.4 Ein Kovektorfeld K auf M ordnet jedem P € M einen Kovektor K(P) €
My zu. K ist ein C-Kovektorfeld, wenn fir jedes C*-Vektorfeld X auf M die reellwertige
Funktion P — (X (P),K(P))? belicbig oft differenzierbar ist.

Wie oben gesehen, gibt eine Karte Anlass zu n-Koordiantenvektorfeldern 0;, die im Punkt P
eine Basis in M), bilden konnen.

{dul ‘p}’iil ..... n

—~
Definition 6.2.5 Die n Kovektorfelder du', ... du™ ordnen jedem Punkt P der Karte mit Ko-
ordinatenvektorfeldern 0; die Elemente der zur Basis 0;(P),...,0n(P) dualen Basis zu.

{0l ti=1,...m

Ublicherweise wird in der Bezeichnung nicht zwischen dem Kovektorfeld und der Linearform, die
es an der Stelle P annimmt, unterschieden. Dann gilt:

0 1, fuiri=%
(P),du* ) ={"
<auz( )’“> {o, fiir i # &

Die holnome Basis des Kotangentialraumes {du’ \p}izl,m?n ist also durch Abbildungen mit der

Eigenschaft du®(0;) = oF gegeben, dh. du* ordnet dem Tangentialvektor x%0; seine k-te Kompo-
nente zu. Somit befindet sich an jedem Punkt P der Mannigfaltigkeit ein Vektorfeld und dessen
Dualraum, womit nun multilineare Abbildungen (Tensoren) aus diesen Rédumen in die reellen
Zahlen definiert werden konnen. Desweiteren lassen sich in diesen Basen beliebige Vektoren als

Linearkombination entwickeln. Mit entsprechenden Komponenten X, ..., X" !(P) erhilt man:
X = X', € M,
K = K;du € M. (6.2.4)

1K ist der jeweilige Korper
2Sei w eine Linearform bzw. ein Kovektor: der Wert von w an der Stelle z wird mit (z,w) bezeichnet
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Die im letzten Absatz schon verwendete Einsteinsche Summmenkonvention' erfordert einheitli-
che Vorschriften an welchen Positionen Indizes zu stehen haben. Vektoren werden beim Num-
merieren unten indiziert, ihre Koeffizienten in Linearkombinationen dementsprechend oben (in
Basisdarstellung sind die Koordianten eines Vektors Koeffizienten) und werden, wie oben schon
angedeutet, kontravariant genannt. Bei Linearformen oder Kovektoren vertauschen diese Posi-
tionen und sie werden kovariant genannt. Lineare Abbildungen darstellende Matrizen wirken
auf Koordinaten, wodurch der Spaltenindex unten und der Zeilenindex oben auftritt. Bei der
Koeffizientenmatrix einer Bilinearform miissen beide Indizes unten stehen. Der im nichsten Ab-
schnitt eingefiihrte Tensorbegrift verallgemeinert die oben besprochenen Objekte und ermdoglicht
so unter anderem eine fiir unsere Zwecke erforderliche einheitliche Theorie der Koordinatentrans-
formationen. Von nun an werden Komponenten der Koordinatenabbildungen also mit 2* und die
zugehorigen Basisvektoren des Tangetial-, bzw. Kotangetialraumes mit d; und da’ bezeichnet.

6.3 Tensoren
Definition 6.3.1 FEs seien p und q nichtnegative ganze Zahlen. Eine multilineare Abbildung

T: M) x ... x Mix Myx...x M, =R, (6.3.1)

p q

heifst p-fach kontravarianter Tensor und q-fach kovarianter Tensor oder kiirzer (p,q)-Tensor.

Definition 6.3.2 Seien U und V' Tensoren der Stufe (p,q) bzw. (r,s). Das Tensorprodukt UV
definiert durch

(U ® V)(Ul, coo PPt Pt Jar 9g+1s -+ Gg+s)

) (6.3.2)
:U(Ul, 0P, ,fq)V(wp"'l, o wPt s Jg+1s - - Gg+s)

mit v, w! € My und fi, g; € My ist ein Tensor der Stufe (p +1,q + s).

Ein Tensor in dieser allgemeinen Definition ist unabhingig von der gewéhlten Basis. Dennoch
kénnen Komponenten beziiglich der Koordinatenbasis eingefiihrt werden. Betrachtet man einen
Tensor der Stufe (p,q) in einer solchen Koordiantendarstellung

T — i
Flseens

00 @00, @d ®.. . @ddd (6.3.3)

mit T = T(da?, . da, 0y, ., 0,,), (6.3.4)

dann wird aus (6.3.4) im Ricci-Kalkiil:

D1 yeeeyl
T ="7T"""P, .
J15--5Jq

(6.3.5)
Das Hauptaugenmerk in dieser Darstellung der Tensorrechnung liegt auf dem, in der physi-
kalischen Anwendung sehr relevanten, Transformationsverhalten bei Koordinatenwechseln. Da
Tensoren wie festgestellt koordiantenunabhingig sind, ihre Komponentendarstellung hingegen
nicht, wird zunéchst ein Kartenwechsel der Komponenten betrachtet. Dieser erzeugt einen Dif-

feomorphismus, dessen Jacobimatrix (bzw. die Inverse) die Basisvektoren, beispielsweise z' =

2 (z',...,2") mit (i =1,...,n), in eine andere Basis iiberfiihrt
oz’ P A
By = %,ai, und  da? = %dwﬂ . (6.3.6)

1Wenn in einem Ausdruck ein Indexsymbol zweimal auftritt, einmal als oberer und einmal als unterer Index,
wird {iber diesen Index summiert
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Einsetzen in (6.3.3) liefert:

Ti’l,..‘,i;# o dzi 895/?) Art 9zl iin
Jiesda 9z Oxte Pt T Oda Thoeenda "
In (6.3.6) und (6.3.7) ist zu sehen, dass sich die oberen Indizes mit der Inversen, die unteren
Indizes mit der zugehérigen Jacobimatrix transformieren, daher die Ausdriicke kontra- und
kovariant. Nun kann dhnlich dem Vektorfeld ein Tensorfeld definiert werden, welches jedem
Punkt P der Mannigfaltigkeit M einen Tensor zuordnet.

(6.3.7)

Definition 6.3.3 Ein (p,q) Tensorfeld T auf M ist eine Abbildung, die jedem Punkt P €
M einen Tensor T(P) € M, zuordnet. T ist ein C*°-Tensorfeld, wenn fir C*-Vektorfelder
X1,..., Xy und C°-Vektorfelder K ... ,KP die reellwertige Funktion

P=T(P)(K',...,K? X1,...,X,) (6.3.8)
beliebig oft differenzierbar ist.

Ein (p, ¢) Tensorfeld ordnet also einem Punkt P € M, ¢ Vektoren aus M, und p Linearformen aus
M eine Zahl zu, so dass durch Einsetzen aus ¢ Vektorfeldern und p Kovektorfeldern ein skalares
Feld wird. Insbesondere ordnet ein (0, 2)-Tensorfeld zwei Vektorfeldern in bilinearer Weise ein
skalares Feld zu. Solch ein Tensorfeld der Stufe (0,2) spielt in der ART eine zentrale Rolle, wird
mit g bezeichnet und heift Fundamentaltensor, metrischer Tensor oder kurz Metrik. Das
dazugehérige kontravariante Tensorfeld heikt kontravarianter metrischer Tensor und wird auch
mit g bezeichnet. Obwohl ¢ weder symmetrisch noch positiv definit! sein muss, wird Symmetrie
im weiteren Verlauf gefordert.

Da der Bedeutung der Metrik in dieser Arbeit nicht Rechnung getragen werden kann, wird zur
Verdeutlichung im Folgenden eine dufserst unvollsténdige Liste ihrer vielfiltigen Zwecke angege-
ben [4]. Sie ermdglicht:

e eine Vorstellung von ,Vergangenheit® und ,Zukunft“
e die Berechnung von Bogenldnge und Eigenzeit

e die Bestimmung der ,kiirzesten Strecke” zwischen zwei Punkten P;, P» und daher die Be-
wegung von Testteilchen

o die Ersetzung des Newtonschen Gravitationsfeldes ¢

e die Ersetzung des traditionellen euklidischen, dreidimensionalen Skalarproduktes

Der Begriff der Bogenlinge s(7) einer durch ¢ parametrisierten Kurve -, wird als Integral auch
iiber die Metrik definiert

[2)

s(y) = / NACIGRAGL S (6.3.9)

t1

Werden die Koordinaten z!(t), ..., 2" (t) gewihlt, ist der Tangentialvektor dd—“"fai und (6.3.9) wird

zZu
ta dot da
/ ' dx
t1

1Eine symmetrische Bilinearform (-,-): V' x V — R heifit positiv definit, falls (v,v) > 0, mit v € V.
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Ableiten nach der Zeit ergibt:

ds dzt dad
Y 311
at V994 a (6.3.11)

was als Linienelement bezeichnet wird und sich tiblicherweise in der Form

ds? = gijda’ @ da? = g;jda‘da’ (6.3.12)

schreibt. Desweiteren erlaubt die Metrik zwischen Tangential- und Kotangentialraum hin und
her zu wechseln, man sagt: die Indizes werden ,herauf* und ,herunter gezogen.

Die vorangegangene Diskussion motiviert nun die Definitionen, der fiir die hier dargestellten
Belange entsprechenden Mannigfaltigkeiten.

Definition 6.3.4 Fine semi- Riemannsche Mannigfaltigkeit M ist eine endlichdimensiona-
le C°-Mannigfaltigkeit mit einem symmetrischen 2-fach kovarianten C°°-Tensorfeld g, fir das
die Bilinearform g(P) iiberall nicht ausgeartet! ist. Der Index der Bilinearform sei I und gibt fiir
eine kanonische Basis die Anzahl der negativen len auf der Diagonalen der Bilinearform an.

o Ist I =0 wird M Riemannsche Mannigfaltigkeit genannt.

o Ist I =1bzw. I =n—1, wird M Lorentzmannigfaltigkeit genannt.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird,
sofern nicht anders angegeben, von vierdi-
mensionalen Lorentz-Mannigfaltigkeiten
mit Index I = 3 ausgegangen, da sich
diese Wahl fiir die Einfiihrung von Spino-
ren als vorteilhaft erweisen wird und die

meisten Quellen dieselbe Metrik-Signatur
verwenden. Durch die Begriffe der Orien-
tierung und Zeitorientierung, die hier nur
durch Beispiele erldutert werden sollen, v
lésst sich letztendlich das so mysterits an-

mutende Konzept der Raumzeit einfiih-
ren. Das simpelste Beispiel fiir Orientie-
rung von Hyperflichen iiber Mannigfal-
tigkeiten stellt die Kugel in R?® dar. Ein
Normalenvektor auf der Aufsenseite der Kugeloberfliche zeichnet diese eindeutig gegen die In-
nenseite aus, anders als z.B. beim Mobius-Band oder der Kleinschen Flasche (siehe Abbildung
(6.3)), deren Fliachen nicht orientiert sind. Zeitorientierung ldsst sich iiber die Metrik zu einer

Abbildung 6.3.1: Md&bius-Band, Kleinsche Flasche

sogenannten Lorentz-Basis xg, x1,...,x,—1 erldutern, fir die gilt:
0, fiire#j
gz zj)=gij=<{ 1, firi=;=0 (6.3.13)

-1, firi=j=kmitk=1,...,n—1

Die Menge aller Vektoren z eines solchen Lorentz-Raumes mit g(x,z) > 0 besteht aus zwei
disjunkten konvexen Lichtkegeln dh., dass jedes positive Vielfache eines Vektors aus dem Ke-
gel wieder zu dem Kegel gehort. Ist dies fiir eine zusammenhingende Lorentz-Mannigfaltigkeit
gegeben, heifdt sie zeitorientiert.

1Jede Bilinearform definiert lineare Abbildungen V. — W*, v — (w|—> <U,w>) und W — V*, w —
(v — (v,w}), mit v € Vw € W™ ist. Sind die beiden Abbildungen V' — W™ und W — V™ injektiv, so
heifst die Bilinearform nicht ausgeartet.
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Definition 6.3.5 FEine Raumzeit ist eine vierdimensionale orientierte und zeitorientierte Lorentz-
Mannigfaltigkeit. Fin Tangentialvektor x einer Raumzeit nennt sich:

e zeitartig fir g(x,x) >0
e raumartig fir g(z,x) <0 oder x =0

e lichtartig fir g(x,z) =0 und x # 0

Ein zeitartiger Vektor, der zum ausgezeichneten Kegel gehort, heift zukunftsweisend®.

6.4 Die kovariante Ableitung

Tensoren sind bis zu diesem Zeitpunkt lokale Objekte, da sie durch lokal definierte Tangeti-
alriume an Punkten P € M eingefiihrt wurden. Um zu untersuchen wie sich z.B. ein Vektor
((1,0)-Tensor) bei infinitesimaler Verschiebung des Punktes P &ndert, wird ein Ableitungsbe-
griff bendtigt. Dieser wurde bisher jedoch ausschliefslich als Richtungsableitung , dh. beziiglich
spezieller Koordinaten eingefiihrt. Daher ist es unerlésslich, eine forminvariante Verallgemeine-
rung der partiellen Ableitung zu finden, da die partielle Ableitung 9,7 zwar prinzipiell moglich,
das Resultat jedoch kein Tensor mehr ist. Abhilfe kann die Einfiihrung eines Zusammenhangs
bieten, welcher Tangetialrdume linear aufeinander abbilden und einer Leibnizregel gehorchen soll.

Definition 6.4.1 Eine Operation (X,Y) — VxY mit den Eigenschaften
(D1) VixqgvZ = [VNxZ +gVyZ

(D2) Vx(A\Y +uZ) =AVxY +uVxZ

(D3) Vx(fY) = (X[)Y + fVxY

fiir Zahlen f,g € F(M) und Zahlen X\ und p heiffit Zusammenhang.

Der Name ergibt sich aus dem, durch diese Operation erméglichten, Isomorphismus zwischen
zwel Tangentialrdumen M, und M. Fiir eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit [M, g] existiert
genau ein Zusammenhang V mit den zusitzlichen Eigenschaften

(D4) Zg(X,Y)=9(VzX,Y)+ g(X,VzY) (Metrizitat)
(D5) VxY — Vy X = [X,Y] (Torsionsfreiheit)

Die in (D5) auftretende Klammer wird Lie-Ableitung genannt und erfiillt auch die Eigenschaf-
ten einer koordiantenabhéngigen Differentiation, ist allerdings keine Verallgemeinerung der Rich-
tungsableitung in euklidischen Rdumen und schreibt sich:

[X,Y](P)f = XY f(P) - YXf(P). (6.4.1)

Definition 6.4.2 Die Operation V in X (M) zu einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit [M, g|
mit den Eigenschaften (D1) bis (D5) heifit Levi- Civita- Zusammenhang, im Spezialfall einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit Riemannscher Zusammenhang. Zu Vektorfeldern X und Y
heifit das Vektorfeld VxY kovariante Ableitung von'Y bzgl. X.

Die kovariante Ableitung von Y ist das (1, 1)-Tensorfeld VY, das dem Punkt P € M und dem
Tangentialvektor € M, den Tangentialvektor V xY (P) mit X (P) = z zuordnet. Auferdem ist
die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes auf einer gekriimmten Hyperfliche die orthogonale
Projektion der Richtungsableitung im Sinne von R3 (siehe [23]). Fiir Verallgemeinerungen der

1siehe Erlduterungen zur Stellung der Metrik oben
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ART wie z.B. der Riemann-Cartan-Theorie, werden (D4) und (D5) teilweise fallengelassen.

Betrachtet wird nun die kovarianten Ableitung eines Vektorfeldes. Mit X = X'0;, Y = Y*9,
und

VXY = Vg, Y50 = X (0:Y* 0, + YFV5,00) = X' (0Y + YFT%,)0; (6.4.2)
motiviert dies die Einfiihrung eines neuen Symbols.

Definition 6.4.3 Die durch die Darstellung
Vo, 0 = I%0; (6.4.3)

definierten reellwertigen Funktionen F;k heiffen Zusammenhangskoeffizienten und werden
speziell fiir den Levi- Civita-Zusammenhang Christoffelsymbole genannt.

Um den Formalismus der ART noch etwas schlanker zu gestalten, ist es iblich partielle Ab-
leitungen durch ein Komma (7T i, i = 9;T") und kovariante Ableitungen durch ein Semikolon
(T i; ;= V,;T%) zu kennzeichnen. Desweiteren sollen auch die Jacobimatrizen (6.3.6) abkiirzend in
Komponenteendarstellung geschrieben werden. Dazu werden zwei Basen x1,...,x, und y1,...,yn
gekoppelt durch yi = aikazi bzw. x; = Bki Yy betrachtet. Damit ergibt sich:
. ozt Ok

a'y = 8—; und umgekehrt g%, := &Zi .
Fiir Dualvektoren erfolgt die Bezeichnung analog. Die Komponenten von (6.4.2) schreiben sich
damit:

(6.4.4)

YE, =YF, +T5Y7. (6.4.5)

Durch die eben eingefiihrte kovariante Ableitung lassen sich nun oben genannte Schwierigkeiten
bei einfacher partieller Ableitung beheben und auch in zu (6.4.5) analoger Weise auf Tensorkom-
ponenten verallgemeinern. Wird jetzt noch eine Koordinatentransformation durchgefiihrt und
derselbe Tensor kovariant abgeleitet, ist es moglich ein allgemeines Transformationsverhalten von
Zusammenhingen festzustellen® [4]. Sicher ist jedoch, dass sich die Zusammenhangskomponenten
nicht wie Tensorkomponenten transformieren, denn dann wire VxY kein Tangentialvektor.

Die Zusammenhangskoeflizienten berechnen sich von einer Karte mit den Koordinatenvektorfel-
dern 0; = o’ ;0; bzw. 9; = 62 0; durch die Formel

Gelten (D4) und (D5), induziert die Metrik genau den Levi-Civita-Zusammenhang und fir die
Christoffelsymbole entsteht dann die wichtige Beziechung [23]

r 1 r
Tij = 59" (Digji + 09 — Ohgis) - (6.4.7)

Aus (6.4.6) folgt bei Subtraktion zweier Zusammenhénge I'}; und r i;» dass sich die auftretenden
Inhomogenititen aufheben und die Differenz ein (1,2)-Tensor ist. Nicht jeder Zusammenhang

1Hier wurden in iiblicher Weise die Koeffizienten sprachlich mit dem Zusammenhang selbst identifiziert
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muss symmetrisch sein, bei Permutation l4sst sich daher mit Blick auf (6.4.6) ein neuer Zusam-
menhang finden. Als antisymmetrischen! Anteil erhiilt man den sogenannten Torsionstensor

T T 1 r T
Sl = F[ij] = §(Fz‘j - Fji)' (6.4.8)

Da (6.4.8) fiir einen symmetrischen Zusammenhang verschwindet, spricht man in diesen Féllen
von Torsionsfreiheit. Fiir eine physikalische Interpretation der oben eingefiithrten Objekte, speziell
des Torsionstensors stellt sich nun die Frage, ob weitere Forderungen, z.B. an ihre Symmetrie
gestellt werden miissen, um ihren Platz in der Theorie ausmachen zu kénnen. Zunéchst wird
jedoch der Begriff der Kriimmung auf einer Mannigfaltigkeit erldutert.

6.5 Paralleltransport und Kriimmung

Wie schon im letzten Abschnitt besprochen, treten durch
die lokale Definition von Tensoren Hindernisse vor allem
in der Vergleichbarkeit an verschiedenen Tangentialrdumen
der zugrundegelegten Mannigfaltigkeit auf. Fiir eine semi-
Riemannsche Mannigfaltigkeit ermoglicht der Begriff der ko-
varianten Ableitung von Vektorfeldern iiber Paralleltrans-
port, die Konstruktion von Isomorphismen zwischen Tangeti-
alrdumen. Eine sich daraus ergebende Charakterisierung des
Parallelransports, ldsst sich dann auf die kovariante Ablei-
tung von Tensorfeldern verallgemeinern. Die hier gewéhlte
Darstellung verweilt bei den Vektorfeldern, da das parallele
Verschieben eines Vektors in der euklidischen Geometrie ein anschauliches Konzept darstellt,
denn dort ist ein Vektor einfach konstant beziiglich der Richtungsableitung (siehe (6.5)).

Abbildung 6.5.1: Parallelverschie-
bung

Definition 6.5.1 Ein Vektorfeld X auf einer semi-Riemannschen Mannigfoltigkeit M heifit
parallel lings der Kurve vy, wenn fiir alle t gilt V., X =0 mit o/(t) € M.

Beziiglich einer lokalen Karte und in Komponentendarstellung ist der Tangentialvektor entlang
der Kurve z'(t) einfach % = v’. In der euklidischen Geometrie wird eine Kurve als Gerade
bezeichnet, wenn ihr Tangentialvektor von ihrem Anfangs- bis zu ihrem Endpunkt paralleltrans-
portiert wird. Die Gleichung einer Geraden im flachen Raum ist:

dv' »
d% _— (6.5.1)
Umschreiben ergibt:
dvt  ovtdx ot ; . (6.5.1) -
—_— = _ = J — b ) = 1
7w vl e LA KV . (6.5.2)

Aus der partiellen wird in M die kovariante Ableitung, aufkerdem verschwindet durch die Forde-
rung nach Paralleltransport die rechte Seite von (6.5.2). Man erhilt dann die tensorielle Gleichung
- (6.4.5) d%a? A

v ;jfUJ = W Fér%ﬁ =0. (653)
(6.5.3) wird Geoditengleichung genannt und sagt aus, dass das Geschwindigkeitsvektorfeld
der Kurve lings derselben konstant ist. ,Geradeausgehen“ heifst in der Riemannschen Geometrie

1 Tensorindizes konnen symmetrisiert (runde Klammern), bzw. antisymmetrisiert (eckige Klammern) werden.
Dabei wird iiber die Permutationen der relevanten Indizes summiert und anschliefend durch die Anzahl der
Terme dividiert. Bei Antisymmetrisierung erfolgt dasgleiche mit der alternierenden Summe:

T(iligu.in)jk = %(Tilizuinjk + Summe iiber die Permutationen der Indizes 41 .. .i,) bzw.

Tivig..inli k= %(Tl k¥ + alternierende Summe iiber die Permutationen der Indizes i1 ... in).

192...9nJ
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also, dieser Kurve (Geodéte) zu folgen.

Zur Veranschaulichung der Kriimmung eines solchen Objektes stellt sich die Bertrachtung einer

Kugeloberfliche als geeignet heraus. Die kiirzeste Strecke von einem Punkt der Oberfliche zu

einem anderen wird immer auf einem Grofskreis liegen. Werden nun drei Punkte miteinander

verbunden entsteht ein Dreieck dessen Winkelsumme nicht mehr 180° entpricht. In der Zweidi-

mensionalitit der Fléche bleibend, hat sich also die Geometrie dieser selbst verindert, man spricht

hierbei von innerer Kriimmung. Aufere Kriimmung kann hingegen nur festgestellt werden, in-

dem die Lage des Raums im umgebenen, hoherdimensionalen Raum, die sogenannte Einbettung,

betrachtet wird. Aufiere, jedoch keine innere Kriimmung hat z.B. ein zweidimensionales, in die

dritte Dimension aufgerolltes Blatt Papier. Es wird allerdings ein von Einbettung unabhéngiges

Kriimmungskonzept gefordert, daher ist es notwendig

auf den oben eingefithrten Paralleltransport zuriickzu-

greifen. Die Kriimmung einer Kurve « in einem Punkt

\ P gibt iiblicherweise an, wie stark die Kurve in der

unmittelbaren Umgebung des Punktes von einer Ge-

raden abweicht. Diese Abweichung von Geradlinigkeit

wird jetzt als Grundlage eines Kriimmungsbegriffes ver-

wendet. Dazu wird erneut die Kugeloberfliche betrach-

/ tet, mit einem, auf einer geschlossenen Kurve paral-

leltransportierten Tangetialvektor an die Kugel. Dann

wird der Vektor nach einem vollstandigen Umlauf nicht

mehr mit dem Ausgangsvektor identisch sein, die erhal-

tene Abweichung (Schliefungsfehler) gibt ein Mafs fiir

die Kriimmung der Flidche an (sieche Abb.6.5). Zur Ver-

allgemeinerung betrachtet man nun eine infinitesimale

geschlossene Kurve und driickt dies iiber den Kommu-

tator zweier kovarianter Ableitungen aus. Die kovarian-

te Ableitung eines Tensors in eine bestimmte Richtung

,misst* ja gerade die Abweichung relativ zu dessen Lage

im Falle eines Paralleltransports, da die kovariante Ableitung eines Tensors in die Richtung die

er paralleltransportiert wird gleich Null ist. Der Kommuntator ,misst“ dann genau die Differenz,

die auftritt, wenn der Tensor erst entlang der einen Umlaufrichtung der geschlossenen Kurve

paralleltransportiert wird und dann entlang der anderen. Fiir ein Vektorfeld X* im Punkt P
ergibt sich damit:

Abbildung 6.5.2: Parallelverschiebung
auf der Kugel

Vi, V,1X* = v, v;xF - v,v,xF
= 0(V;XF) TV, X* + TEV,; X* — (i +— j)!
= 0;0;X" + (o,T},) X* +TH0,X* - T};0, X"
—TjTr X5+ TR0, X5+ TEDS X7 — (i +— j)

= (0T}, — o,y + 5T, — Th I )X* — 2T, .V, X" (6.5.4)

irt js jrtis [2]

Rk

s1J

Der letzte Term kann mit dem Torsionstensor identifiziert werden und die linke Seite ist offen-

sichtlich ein Tensor, der Ausdruck in Klammern R* .., muss daher auch ein Tensor sein.

8177
Definition 6.5.2 Der Riemannsche Krimmungstensor R ist das (1,3)-Tensorfeld, das dem
Punkt P € M und den Tangentialvektoren x,y,z € M,, den Tangetialvektor R(Y,Z)X(P) mit
X(P)==z, Y(P)=y, Z(P) =z zuordnet.
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Insgesamt wird also aus drei Vektorfeldern in trilinearer Weise ein viertes Vektorfeld. Etwas
verkiirzt schreiben sich die Komponenten des Kriimmungstensors:

k _ k k

|T‘I‘§.]s . (6.5.5)
Er beschreibt die oben heuristisch eingefiihrte Kriimmung und wurde ohne Erwihnung der Me-
trik einzig durch einen allgemeinen Zusammenhang eingefiithrt, unabh&hngig von Torsionsfreiheit
(D4) und Metrikkompatibilitdt (D5). Seine Kontraktion wird als Ricci-Tensor bezeichnet und

erneute Kontraktion als Ricci-Skalar.

Rfy4;=Ry; ud R =R. (6.5.6)

Sowohl Kriimmungs-, als auch Ricci-Tensor erfiillen eine Reihe von algebraischen bzw. differen-
tiellen Identitdten, die hier aber nicht weiter angegeben werden sollen. Mit Ricci-Tensor und
Skalar lassen sich zunéchst der Einsteintensor in kovarianter Form

1
Gik = Rir, — 59in R (6.5.7)
und nach weiteren Uberlegungen die einsteinschen Feldgleichungen in ebenfalls kovarianter

Form

Gikz = /ﬂTik (6.5.8)

einfithren, welche das physikalische Phinomen der Gravitation klassisch beschreiben und die
Feldgleichungen der ART darstellen, wobei k = 8?—4G gilt. Es handelt sich um nichtlineare, partielle
Differentialgleichungen, deren Losungen durch die Metrik angegeben werden. Der Tensor Tji
auf der rechten Seite heilst Energie-Impuls-Tensor, dessen Wirkung als ,Quellterm” fiir die
Kriimmung der Raumzeit angesehen werden kann. Er beinhaltet neben der Massen-Energiedichte
weitere Energieformen (z.B. den Druck, den ein Strahlungsfeld ausiiben kann). Eine Anderung
der durch ihn beschriebenen Energieverteilungen, hat somit eine Anderung der Raumzeitstruktur
in der Umgebung dieser Energieverteilung zur Folge. Umgekehrt beeinflusst die Struktur der
Kriimmung der Raumzeit wiederum die dort befindliche Materie, d.h. Energie, Raum und Zeit
stehen in direkter Wechselwirkung miteinander.






51

Literaturverzeichnis

1]

2]

BELGIORNO, F. ; CAcciaTorl, S. L. ; CLERICI, M. ; GORINI, V. ; ORTENZI, G. ; Rizz1, L.
; RUBINO, E. ; SALA, V. G. ; Faccio, D.: Hawking radiation from ultrashort laser pulse
filaments. In: 1009.4634 (2010), September. http://arxiv.org/abs/1009.4634

TREDER, H.-J. (Hrsg.): Gravitationstheorie und Aquivalenzprinzip. Mathematische Lehr-
biicher und Monographien, II. Abteilung (Berlin (GDR): Akademie-Verlag), 8 + 122 p.,
1971

GREEN, Michael B. ; SCHWARZ, John H. ; WITTEN, Edward: Superstring Theory: Volume
2, Loop Amplitudes, Anomalies and Phenomenology. Cambridge University Press, 1988

CARROLL, Sean: Spacetime and Geometry: Introduction to General Relativity. illustrated
edition. Prentice Hall, 2003

Porrock, M.D.: On the Dirac Equation in curved space-time. (2010), Mérz
CARTAN, Elie: The Theory of Spinors. Dover Publications, 1981

PENROSE, Roger: A spinor approach to general relativity. In: Annals of Physics 10 (1960),
Juni, Nr. 2, S. 171-201

HLADIK, Jean: Spinors in Physics. 1. Springer, 1999

CLirrORD, William K. ; TUCKER, Robert ; SMITH, Henry John S.: Mathematical Papers
by William Kingdon Clifford. AMS Bookstore, 2007

GRASSMANN, Hermann: Die lineale Ausdehnungslehre ein neuer Zweig der Mathematik. O.
Wigand, 1844

HamirTon, Sir William R.: Elements of quaternions. Longmans, Green, & co., 1866

JUNG, Florian: Geometrische Algebra und die Rolle des Clifford-Produkts in der Klassischen
und Quantenmechanik. Diplomarbeit, Johannes-Gutenberg-Universitidt Mainz, 2006

GREINER, Walter.: Theoretische Physik: Relativistische Quantenmechanik, Wellengleichun-
gen. Deutsch (Harri), 1981

RYDER, Lewis H.: Quantum Field Theory. Cambridge University Press, 1985

Dirac, P. A. M.: The Quantum Theory of the Electron. In: Proceedings of the Royal
Society of London. Series A, Containing Papers of a Mathematical and Physical Character
117 (1928), Februar, Nr. 778, S. 610624

THALLER, Bernd: The Dirac Fquation. and. Springer, 1992

FRANKEL, Theodore: The Geometry of Physics: An Introduction, Second Edition. 2. Cam-
bridge University Press, 2003

Fevicg, F. de ; CLARKE, C. J. S.: Relativity on Curved Manifolds. Cambridge University
Press, 1992

LAWRIE, Tan D.: A Unified Grand Tour of Theoretical Physics, 2nd edition. 2nd. Taylor &
Francis, 2001


http://arxiv.org/abs/1009.4634

52

Literaturverzeichnis

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]
[30]

[31]

[32]

GREINER, Walter ; MULLER, B. ; RAFELSKI, J.: Quantum Electrodynamics of Strong Fields:
With an Introduction into Modern Relativistic Quantum Mechanics. 2. Springer, 1985

BIRRELL, N. D. ; DaAVIES, P. C. W.: Quantum Fields in Curved Space. Cambridge University
Press, 1984

HAwKING, S. W.: Black hole explosions? In: Nature 248 (1974), Marz, Nr. 5443, S. 30-31

OLOFF, Rainer: Geometrie der Raumzeit: Fine mathematische Einfihrung in die Relativi-
titstheorie. Vieweg, 2008

EINSTEIN, A.: Prinzipielles zur allgemeinen Relativitdtstheorie. In: Annalen der Physik 360
(1918), Nr. 4, S. 241-244

O’DONNELL, Peter: Introduction to 2-Spinors in General Relativity. World Scientific Pu-
blishing Company, 2003

BauwMm, Helga: Spin-Strukturen und Dirac-Operatoren tiber pseudo-riemannschen Mannig-
faltigkeiten. 1981

WALD, R. M.: The Formulation of Quantum Field Theory in Curved Spacetime. In: ArXiv
e-prints (2009), Juli

NYAMBUYA, G. G.: New Curved Spacetime Dirac Equations. On the Anomalous Gyroma-
gnetic Ratio. In: Foundations of Physics 38 (2008), Juli, S. 665677

WALD, Robert M.: General Relativity. First Edition. University Of Chicago Press, 1984

HEIDENREICH, Sebastian: Spin 1/2 Teilchen in symmetrischen Gravitationsfeldern. Di-
plomarbeit, Technische Universitdt Berlin, 2003

MARTICK, Christian: Differentialidentititen und Erhaltungssitze in der Einstein-Cartan-
Theorie. Diplomarbeit, Technische Universitat Berlin, 2008

PLAUE, Matthias: Quantenmaterie in Riemann-Cartan-Rdumen. Diplomarbeit, Technische
Universitédt Berlin, 2004



	Einleitung
	Koordinatenunabhängige Basen
	Konstruktion von Tetraden
	Tetradenbeziehungen und die Lorentz-Gruppe
	Spin-Zusammenhang und kovariante Ableitung

	Spinoren
	Lorentz- und Poincaré-Gruppe
	Definition eines 2-komponentigen Spinors
	Clifford- und Lie-Algebra
	Lie-Algebra
	Clifford-Algebra
	Beispiele für Clifford-Algebren
	Die Lie-Algebra so(3) und so(n)

	Spin-Gruppe
	SO(3) und SU(2)
	Definition über die Clifford-Unteralgebra Cl0(V)

	SL(2, C) und die Lorentz-Gruppe
	Die linke und die rechte Fundamentaldarstellung


	Die Dirac-Gleichung
	Die Dirac-Gleichung im Minkowski-Raum
	Die Dirac-Gleichung in gekrümmter Raumzeit
	Das Dirac-Spinor-Bündel
	Der Spin-Zusammenhang
	Der Dirac-Operator in gekrümmter Raumzeit


	Zusammenfassung und Ausblick
	Anhang A
	Karten, Atlanten, Mannigfaltigkeiten
	Der Tangentialraum
	Tensoren
	Die kovariante Ableitung
	Paralleltransport und Krümmung

	Literaturverzeichnis

