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Summary. - -  I t  is attempted to derive some general properties of the 
f propagation functions for coupled fields (A t ,  S~) without the use of power 

series expansions and to show their connection with the renormalization 
constants for field operators and masses. Assuming that the coupled 
functions exist, it appears possible to discuss their behavior near the 
light-cone (or for largo momenta) and to obtain some information about 
the singularities of these functions when continued analytically. Attempts 
at the treatment of (mrenormalizable theories are criticised o~. the basis 
of these results. Fornmlae are given for the mentioned renormalization 
constants which contain inequalities for the constants Z., and Z3. Finally 
it is pointed out that the methods introduced are advantageo:is also for 
computations by means of power series expansion. As an example the 
lowest order correction to the Sffunction in pseudoscalar meson theory 
is calculated without the appearance of infinite terms during the calculation. 

Einleitung. 

In  neueren Arbeiten zur Behandlung yon Wechselwirkungsproblemen im 

Rahmen qua.ntisierter Feldtheorien spielen die als Ausbrei tungsfunkt ionea 

(oder als Greensche Funktionen) bezeichneten GrSl3en zJ' F und S'~ eine 

bedeutsame Rolle. Diese Gr6f~en sollten sich im P1inzip s,us den Grund- 

gleichungen der Theorien berechnen lussen; bislang sind jedoch ntu" stSrungs- 

theoretische N~herungen bekannt,  die vermutlich - -  mit Ausnuhme der 

Quantenelektrodyna,nik - -  vSllig unzureichend sind. Es erl~cheint deshalb 

der Versuch angebracht,  Aussagen fiber diese Funkt ionen zu gewinnen, ohne 

dabei die MSglichkeit der Entwicklung nach einem Kop]?lungsparameter 

vorauszusetzen oder zu benutzen. Hiermit  besch~ftigt sich der erste Abschnit t  
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dieser Arbeit. Die haupts~chlichen Ergebnisse sind dabei: Die Ableitung yon 
Formeln, die eine Darstellung der genannten Funktionen als Uberlagerung 
yon Ausbreitungsfunktionen freier Felder mit verschiedenen Massen ermSg- 
lichen und die sich hieraus ergebenden Folgerungen. Diese betreffen insbe- 
sondere das Verhalten der A'r(x)und 8'~,(x) Funktionen ffir kleine Werte yon x 2, 
bzw. das Verhalten ihrer Fouriertra.nsformierten ffir groi~e Impulse. 

hn  zweiten Tell wird gezeigt, dal3 sich die bei der Renormierung yon Feld- 
oper'~toren und Massen atfftretenden Konstanten in einfacher Weise durch die 
zur Darstellung der Ausbreitungsfunktionen eingefiihrten GrSBen ausdrficken 
lassen. Man erhi~lt so Gleichungen, die unabh~.ngig yon der StSrungsrechaung 
sind und zu einigen Aussagen fiber diese Konstanten ffihren. Im Gegensatz 
zu anderen Darstellungen wird dabei die Benutzung einlaufender Felder ver- 
mieden. 

Absehlieflend wird zur Illustration der verwendeten 5Iethoden eine stSrungs- 
theoretische Bereehnung der im ]. Abschnitt eingefiihrten GrSl3en vorgenommen. 

Es sei noch auf zwei ]?unkte hingewiesen: 
Einmal ist bislang nicht bekannt, ob die Grundgleichungen irgendeiner quan- 

tisierten Feldtheorie (mit Ausnahme freier Felder) LSsungen besitzen. Wit 
gehen auf diese Frage nicht ein, sondern bemfihen uns um Aussagen fiber die 
Ausbreitungsfunktionen unter der Annahme, dai~ diese existieren. Zum andern 
ist es zm" Ableituug allgemeiner Resultate unerl~[31ich, mit Funktionen zu ope- 
rieren, die nicht explizit bekannt sind. Manche der vorgenommenen mathe- 
mutischen Umfornmngen (insbesondere Vertauschung von ]ntegratiol~sreihen- 
folgen) haben deshalb formalen Charakter; ihre Berechtigung k6nnte wohl nut 
dutch Ausfiihrung detaillierter l~echnungen gezeigt werden. 

1. - Eigenschaften  der Ausbre i tungsfunkt ionen.  

a) Skalare Felder. - U m  die Eigenschaften dcr Ausbreitungsfunktionen 
I 

zu untersuchen, erweist es sich als zweckmfil~ig, neben ~F weitere Funktionen 
einzufiihren, die alle als Vakuumerwartungswerte yon Heisenbergoperatoren 
definiert werden kSanen. Die Sir ist hier ~hnlich wie bei einem freien 
Feld, wo man fiblicherweise ~on dcr Vertauschungsfunktion A sowie yon A (1~ 
ausgeht und dann leicht zur AfFunkt ion  tibergehen kann. 

Es soll zun~s ein hermltisches skalares Feld A(x) betrachtet werden, 
das mit sich selbst in nichtlinearer Weise gekoppelt sein kann oder auch mit 
anderen (Bose- oder Fermi-) Feldern in Wechselwirkung steheu darf. t~ber 
die Art der Kopplung werden keine speziellen Voraussetzungen gemacht; sie 
kann h)kal oder nichtlokal sein. Von~usgesetzt wird, dal~ die betraehtete Theorie 
lorentz-invariant ist. Demzufolge soll ein Energie-Imp'ulsvierervektor P~ exi-  
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stieren mit  der EigenschMt 

8 A ( x )  _ i [AC~'), P , , ] ;  [P~, P~] = 0. (1) ~x, 

Weiterhin wird ungenommtn,  da.fl man einen Vakuumzusta.nd definieren 
kann;  d.h. der Energieoperutor soll e intn kleinsten Eigenwert besitztn,  den 
wir au~ Null normiertn.  

Die Kenntnis  yon Verta.uschungsrelationen ffir die Feldoper~toren ist zu- 
n~chst nicht erforderlich; es genfigt die Beziehung (1). 

Wir wollen jetzt  die Vakuumerw~rtungswerte bilinearer FehlgrSgen be- 
trachten. Als Orthogona.lsystem im Hilber t raum werden d~bti die gemeinsamen 
Eigenvektoren der Operntoren P ,  benutzt ,  die ein vollst~ndiges System bilden 
sollen. Es gilt also 

(2) / ' r  --- k , ~  (ko ~ 0). 

Die Eigenwerte k, kSnnen natiirlich entar te t  sein. 
In v611iger Analogie zu einem freien Feld fiihren wir folgende Funktionen ein: 

(~o, A ( x ) A ( x ' ) q ~ . )  = / A ( x ) A ( x ' ) > o  = iA '+) ' ( x  - -  x ' )  

(3) 

( A ( x ' ) A  (X)>o 

<[a  (x), A (x')]>o 

({A(x), A(x')}>o 

<7'A(x)A(x')>o 

. . . . .  i A ( - ) ' ( x  -.. x ' )  

! - - !  f = i . d ' ( x -  ~ x ' )  . . . .  2i~(Xo-- x o) d (x .... x ) 

= A~"(x  - x ' )  

1 ' = / , , A A x . -  x ' ) .  

Aus diesen Detinitionsgleichungen der Vakumnfunkt ionen ~olgt, daft zwi- 
schen ihnen dieselben Zusammenh~inge best then,  wit  bei einem freien Feld. 
Man kann z.B. alle Funkt ionen dutch A (+)' ausdrficken. Ffir die Ausbreitungs- 
funktion gilt: [0(xo) = 1~ (t -V Xo/I ixol)] 
(.~) A'F(x) = 2i [0(Xo)A! .~''(x) - -  0(-- Xo)A'-)'~x)] = A:l)'(x) - -  ' ~d  (x ) .  

Dm Funktioneit  A (+)' bzw. .4  (-)' enthal ten nur positive bzw. negative Fre- 
quenzen (sh. unten), so dM~ LJ' r in derselben Weise wie bei einem freien Feld 
als eine kausale Funkt ion interpretiert  werden kunn. Um Aufschlfisse iiber 
die Struktur dieser Funktionen zu erhMten, betraehteu wir (tie A (~ ~'-Funktion. 

(5) ( A ( x ) A ( x ' ) > o  =: 5" (r A(x)(O,)(qb,~, A(x')r 
k 

* exp [ i k ( x  x')]. -= ]~ Aok(x)A~o(x)  = ~. ao~aok --- 
k k 

I{ierbei ist (~bo, A ( X ) q b E ) = :  Ao~(X)=:  aok exp[ik~.] gesetzt worden. 
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Die MSglichkeit dieser Umformung folgt in bekannter  Weise aus 

~Ao~(X) 
~x~ ---i(q~o, [A(x), P ~ ] r  ik~Ao~(x). 

Die Summation in (5) ist fiber alle Zustiiade zu erstrecken. 

Wir ffihren nun eine Funkt ion  

(6) 

ein. Snmmiert  wird hier fiber alle Zusti~nde, die zum Eigenwert  k~ gehSren. 
Aus den Gleichungen (3)~ (5) und (6) folgt j e tz t  (~): 

(7) A<+)'(x -- x') -=- --i2~-)a 0(ko)~(-- k ~) exp [ i k ( x . -  g ) ] d 4 k .  

Dabei ist die Summation tiber die Eigenwerte  dureh eine Integn'ation ersetzg 

worden, unter  Beaehtung des Umstandes,  dab ffir alle Eigenwerte  k. ) 0  gilt. 
Wir setzen in  (7) 

~ ( -  k ~) =_ / Q(• O(k ' -~- ~ )  d(~'),  
0 

und erhalten 

(s) o 

0 

Analoge Formeln gelten ffir alle Vakuumfunkt ionen (ira folgenden mit  A ( )' 
bezeiehnet), da diese sieh gemi~f3 (3) in l inearer Weise aus A (~)' bilden lassen. 
Es ist also: 

(9) zI, )'(x) = t / ' ~  >Ix; ~ )e (~  ~) d(~)  Q 

Q ]  
0 

Die (( gest~@henen, Funktioncn,, lassen sich demnach dm'ch lineare ~ber-  
lagerung der entsprechenden freien Funkt ionen  mit  einer Massendichte ~(u 2) 
darstellen (*). 

Wir haben zur Ableitung der Formel  (9) bereits benutz t ,  dab ~ nu t  vom 

�9 ~ "-- 0 identiSch =Null ist. Beide Eigenschaften z abh~ngt uxld ffir l,,~, . .  Argument  k~, .. 

(J) Darstellungcn iihnlicher Art far Vakuumcrwartungswerte von Feldoperatoren 
sind yon G. KXLLt;.~: tlelv. Phys. Acta, 25, 417 (1952) benutzt worden. 

(~) Diese Darstellung hat eine formale J~hnlichkeit mit den Methoden der Regu- 
larisierung (W. PAur, I und F. Vn, LARS: Rev. Mod. Phys., 21, 434 (1949)). Jedoch ist 
hier q ~ 0; d.h. die Regularisierungsbedingungen sind nicht erfiillt. 
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folgen aus der Lorentzinvarianz;  andernfalls wfirden die Vakuur~ffunktionen 
(insbesondere die Vertauschungsfunktion A') keine invar ianten Gr61]en sein. 
Weiter  folgt aus der Definitionsgleichung (6), dab ~ eine positive Funkt ion  

ist. Es gilt 

(10) O(z2) ) 0 .  

Fiir  den Spezialfall eines freien Feldes der Masse m i s t  n}~tfirlich ~(z2)__ 
~= ~ ( ~ - - m 2 ) .  Allgemein werden die diskreten Eigenwerte des Operators Pz 

zu ~5-Funktionen in 0(~2) AnlaB geben, sofern nicht die Matr ixelemente des 

Operators A(x) zwischen dem Vakuum und den entsprechenden Zust~nden 
(z. B. auf Grund yon Auswahlregeln) versehwinden. Die diskreten Eigenwert, e 

yon p2 entsprechen den stabilen Teilehen, die yon der Theor ie  geliefert werden. 
Yon einer physika]isch sinnvollen Theorie wi rd  man erwarten, da.B sie minde- 

stens ein stabiles Teilchen beschreibt,  d.h. ~ wh'd mindestens eine (LFunktion 
enthal ten.  Falls sonst keine stabilen Teilchen auftreten,  so gilt 

0(}r =: (~(~2_m 2) + a (~) ;  ff(~2) ==.0 fiir 0 ~  ~ " <  (2m) 2, 

wo a(z ~) frei yon ~-Funktionen ist. Diese S t ruk tur  entsprieht  dem Umstand,  
dab in einem solchen Fall tier Operator  P~ einen diskreten Eigenwert  besitzt,  

dem sich ein Kont inuum ansehlieftt, wenn mindestens zwei Teilchen vorhanden 

sind (3). 
&us der Gleichung (9) und  den eben angegebenen Eigensehaften der Funk-  

t ion ~ lassen sieh verschiedene Folgerungen ziehen. Zun~iehst ist klar, dab (9) 
auch im Four ier raum gilt. o ist also - -  bis auf einen Fak to r  - -  glcich der 
Transformier ten der Am'- Funkt ion  

t ] ] )  ~ ( - -  k2 ) ~_ __1 Ac~),(k2) . 
2,n 

Weiter gilt z.B. 

c o  

(12) A~(k ~) ; : - - -  2i f--~(~-~)(!(~) (lira e -+ 4- 0 ) .  
J k ~ + x ~ - -  is  
0 

Mit den angegebenen Beziehungen l~Bt si(.h je tz t  das Verhalten der 

A ( )'- Funkt ionen in der Nhhe des Liehtkegels, bzw. das ihrer Fouriertransfor-  
mier ten ffir groBe Werte  yon k 2 fiberseheu, da alas Verhall~en der ~( freien ~ 

{3) Das ist natiirlich auch bei einem freien Feld der Fall. Dann ist jedoch a:~ 2) 
ident.isch Null, da die entsprechenden Matrixelemente des Operators A (x) verschwinden. 
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Funkt ionen bekannt ist und nicht yon der Masse abhgngt. So erhglt man z.B. 

oa co 

(13) /A'(x)-~ 1 t{~(x2 ) -k ...}o(u")d(z 2) : -  1 f 4 .~J  ~ ~ 5(x2) "~ 5- "'" 
0 0 

und im ImDulsraum 

co 

l ( k , )  = P - �9 , "." k '  ~ ) ( ~ ' ) d ( ~ = )  -: "'" 
0 0 

falls die dabei abgespaltenen Integrale konvergieren. 
Die gestrichenen Funkt ionen habett also entweder das gleiche Verhalten 

wie die entspreehenden freien Funktionen,  oder aber - -  falls f o(~ 2) d(u 2) nicht 
0 

konvergiert - -  sie sind am Liehtkegel stgrker singqalgr (bzw. fallen fiir groBe 
Impulse schw~cher ab) als die freien Funktionen. I l ingegenist  es nicht mSglich, 
dab die gestriehenen Funktionen weniger singuliir sind als die freien Funk- 

tionen, da wegen G1. (10) f od(u 2) > 0 ist. Es wird sich zeigen, dass die 
0 co 

~ 'age  nach der Konvergenz yon f od(u 2) fiir renorInierbare Theorien gleich- 
o 

bedeutend ist mit der Frage, ob die ICenormiecungskonstanten fiir die Feld- 
oi)eratoren endlich sind. 

Damit die Funkt ion A' F iiberhaupt existiert, ist gemiii3 (12) offenba.r not- 
wendig, dal3 das Integral 

r 

f Q(~--) d(~), j ~2 

an der oberen Grcnze konvergiert. 
�9 Eine weitere Folgerung betrifft  die Eigenscha&en der Funkt ion A'r(k2) bei 

analytischer Fortsetzung in der k~,-Ebene. Es ist ffir reelle k 2 

A'~(k"-) - A(1, ' (k  ~) - -  i 2 J ( k 2 ) .  

Weiter gilt: 

co 

: f 
0 

co - - t  

A(~),(k2 ) = 1 p f 2A (Z2) d(--  l") - ~  j ~-:~:~ -('). 
- - r  

(4) Dicse Gleichung folgt durch Umkehrung der vorangehendml Integratbezichung 
odor aus den Definitionsgleichungen (3) der V,~kuumfunktioncn. 
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Die Funktionen A("(k ~) und 2A'(k 2) sind also konjugiert zueinander im 
Sinne der Hilbert-Transformation (5). Demzafolge liii~t sich (ul]ter einigen 
Voraussetzungen) die Funkt ion A'~(k ~) an~lytisch fortsetzen und ist Teguli~r in 
der unteren Halbebene (5). Dieses Resultat  ist befriedigend, 4a das Auftreten 
yon Polen in diesem Gebiet zu neuen (nichtrenormierbaren) Divergenzen (z. B. 
der S-Matrixelemente) fiihren k6nnte (6). Unsere Betrachtuag zeigt jedoch, 
dal~ bei Benutzung der exakten 2~-Funkt ion solche Schwierigkeiten nicht  
auftreten sollten. Dies gilt auch ffir die gleich zu besprechende S ' fFunk t ion .  

Wir wollen nun eine Folgerung fiir die gleichzeitigen Vertauschungs- 
re]ationen ziehen und benutzen daza die Darstellung (9) ffir die A'-Funktion.  

co 

A'(x) = [ A(x; y.2)q(~)d (~) . 

0 

Es folgt unmittelbar:  

(16) 
( [A(x, t), A(x', t)] >o == < [A(x, t), A.(x', t)] >o = O, 

r  

< [A(x, t), A(x', tl] >o =- - - i 6 ( x - - x ' )  f O(x') d(uS). 
0 

Die gleichzcitigen V. R. zwischen den Operatoren A und A ffir den Vakuum- 
zustand lassen sich demn~ch (bis auf cinen Fa.ktor) aus der Gleichung (1) 
ableiten. Die Operatoren sind ffir rauma.rtige Punkte  stets vertauschb~r, und 
es t r i t t  notwendig die Diracsche 5-Ftmktion auf. Dies gilt l~einer Herleitung 
nach auch ffir Theorien mit nichtloka]er Wechselwirkung (7). Fth" Spinorfelder 
wird sich derselbe Sachverhalt ergeben. 

Zur Gleichung (]6) bemerken wir noch, dab da,nach bei Vorgabc der 

fiblichen Vertaus(:hungsrelation [A(x), A(x')] -- - - i (~(x- -x ' ) ,  j" Q d(u 2) ---- i w~re. 
0 

Die bier betraehteten Vakuumfunkt ionen sollen sich jedoch auf renormierte 
Operatoren beziehen, zu denen man bekanntl ich iibergehen mull. Wir gehen 
darauf im 2. Abscbnitt  genauer ein. 

b) Spinor]elder. - W i t  betr~chten jetzt  ein Spinorfeld unter denselben 
Voraussetzungen, wie sie fiir das schon behandelte sk~lare Feld gemaeht 

(s) Vgl. etwa E. C. T~TCH.~IARSn: Theory o/Fourier Integrals (Oxford, 1937), Chap. V. 
(6) In einer Arbeit von G. FnLDMA~: Modified propagators in field theory - pre- 

print-wird auf Grund yon N~iherungsformeln ffir die Ausbreitungsfunktionen die 
Existenz derartiger Pole vermutet und ihre Auswirkung diskutiert. 

(~) Z.B. die Theorie yon P. KR~ST:EN'SEN und C. MOIn.~'~R: Dan. Mat. Fys. Medd., 
27, no. 7 (1952). 
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wurden. Ausserdem fordern wir die Invarianz der Theorie gegen Teilchen- 
Antiteilchenkonjugation. Da.s Vorgehen und die I'~esultate sind naturgemiil~ 
~hnlich wie bei einem skalaren Feld. 

Wir beginnen wieder mit  der Definition yon Vakuumfunktionen:  

�9 (+)~ X " ~(-)~ = - -  z~# (x- -  <W~,(x)~(x')>o = - -  ~ 8 ~  ( - -  x ' ) ;  <~Ax')wAX)>o x') 

(17) <{~Ax), ~(x')}>o = - -  i~ ~ ( x -  x ); <[w~(x), ~(x')]>o = -  ~"")"tx-- z." 

<T~(x)w,( , .  )>o = -  !4 s ' ~ ( x - - x ' ) .  

Aus der Inv~ri~nz gegen Teilchen-Antiteilchenkonjuga.tion folgt 

- -  V;.~ (w~(x )~dX)>oCo~ . <~(x')~AX)>o = <~,(x )v,Ax)>o = " " -  ' 

Demna.ch: 

(17a) ~(-)' __ C-1S~+)'Ix ' a,~t.~ 

Man k~nn ulso alle Funkt ionen durch S ~+~' uusdriicken. ~Nun ist 

(18) <y~,(x)~#(x'))o == ~ (qSo, g=(x)~bk)(r ~#(x')qSo) = ~ c ~ k  exp [ i k ( x - -  x')]. 
k k 

Zuni~chst soll wieder die Summation fiber diejenigen Zust~nde ausgeffihrt 
werden, die zum Eigenwert k~ geh6ren. Dementsprechend fiihren wir zwei 
Funkt ionen ~1 und Q2 ein: 

(19) (i~,#k - -  V ~  6r k 2) ~-' 6~#~o2(--- k ~) . . . .  (2~) 3 ~ c a ~ ~-ok �9 

Wegen der relativistischen Invurianz der Theorie k~nn der Ausdruck (1.9) 
nur in der ~ngegebenen Weise yon y-Matrizen a.bhi~ngen. Die Aufteilung 
der 7-freien Anteile auf ~, und Q2 ist na.tfirlich willkiirlich. 

Genau wie im skaluren Fall folgt je tzt  

(20) ,~(+>'(x) . . . . . . .  i f O ( k o ) { ( i y k - - - x / ~ k ~ ) o l (  - k 2) -',--~2(--k2)} e x p [ i k x ] d 4 k  = 
(2~)~ 

r 

= f {S<~)(x; x)q,(~ ~) -!- A,~,(x; ~)o~(~)} d ( ~ ) .  
0 

Eine entsprechende Darstellung gilt gem~13 (17) und (17a) fiir alle gestri- 
chenen Funkt ionen:  

(21) 

~o 

~() ' (x)  = f { ~ (  )(x; u)ol(u *) + A( )(x; ~2)q~(z2)} d ( ~ ) .  
0 
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Ffir o~ und ~, folgt aus (19) unmittelba,r, da,B beide Funkt.ionen reell sind. 
Weiterhin wollen wir folgende Ungleichungen beweisen: 

(22) o1(~ ~) ~ 0; 0 ~ e~(~) < 2~e~(r2). 

Hierzu multiplizieren wir in (19) yon links mit i y k  + ~ yon rechts mi t  

(iTk + ~)7~ und erha'lten (]o~ = ( iyk  + a)eo~) 

(n, = __ k,). 

Diese Ungleiehung gilt fiir beliebiges reelles ~. Wegen ko > 0 ist 

(22a) ( ~ -  ~)-'~ + 2:r ~ 0 .  

Ffir a--~ 0 folgt 

QI > 0 . 

])as Min im um von (22a) als Funkt ion  yon ~ wird fiir ~ ~- (uQ~-  ~ ) / ~  

eingenommen. Einsetzen diese Wertes liefert 

e~(2u~o~- o~) > 0 . 

Dies ftihrt dirckt auf dig angegebenen Ungleichvugcn fiir ~o,. 
Ffir Gin freies SpinorfGld ist Q~(n2) __ 6 ( ~ _  M2); (~2(~2)_-- O. Allgemein wird 

die Funkt ion  Q~ (da, die ThGorie mindestens ein stabiles Teilchen vom Spin 1/2 

beschreiben sollte) mindestens eine 6-Funktion entha,lten. 
Mit Hilfe der Gleichungen (21) und (22) ka,nn ma,n je tz t  ~hnliche Folge- 

rungen ziehen wie im skMa,ren Fa,ll. Im Impulsraum gilt z.B. 

(23) 

co 

S'~(k) - -  - -  2i [ ( i rk  - -  n-~'(u2-) +- Q2(• d(u2) �9 
J k 2 + ~'~-- i s  

0 

Weiter  ka'nn m'a,n wieder a,uf da,s Verhal ten der gestrichenen Funk t ionen  

in der :Nghe des Lichtkegels, bzw. fiir gro~e Impulse schlieBen. Da, pj ~ 0 
ist, ha,ben die gestrichenen Funkt ionen  entweder da,s gleiehe Verha,lten wig die 

c o  

freien Funkt ionen,  oder sie sind - -  fa,lls f ~1 d(u z) night konvergiert  - -  s tgrker 
o 

singuli~r. 

Die Schliisse hinsichtlich des Verha,ltens der Ausbrei tungfunkt ion bei  
ana lytischer For tsetzung lassen sich ebenfa,lls wig im ska'la,ren Fall  ziehen. 
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Wenn man S'~ in der ]~orm S'~(k) = iykl~(k ~) + ],(k ~) sehreibt, so sind Real- 
und Imagin~rteil der Funktionen ],(k 2) zueinander konjugiert gemfi.l~ der 
Hilberttransformation. Bei Fortsetzung werden die Funktioneu also in der 
unteren H~lbebene reguli~r sein. 

Sehliel~lich erh~lt mun fiir den gleichzeitigen Antikommututor aus der 
Formel (2]) ffir die S'-F~Dktion: 

cO 

(24) ( {v/~(x , t), v2~(x', t)})o -- 7~6(x - -  x') t q'(u2)d(n~) " 
0 

e) Bemerkung zur Behandlung nichtre~wrmierbarer Theorien. - Wir fiigen 
hier eine Bemerkung ein hinsichtlich der Versuche (8), in nichtrenormierbaren 
Theorien konvergente Resultate zu erhalten. Bei diesen Methoden wird so 
vorgegangen, dab man zur Berechnung yon S-Matrixelementen die A f  bzw. 

I ff . 

S~-Funktion dutch die niiherungsweise bestimmte A~-bzw. 8fFunkt lon  
ersetzt. Dem Verfuhren liegt die Hoffnung zugrund% dai] iufolge der Feld- 
riickwirkung die gestrichenen Funktionen weniger singuKtr sind ~ls die ent- 
sprechendeu freien Funktionen. Tats~chlich erhi~lt man mi~ dem iiblichen 
Berechnungsschema (Berficksichtigung der irreduziblen Selbstenergiegraphen 
bis zu einer bestimmten Ordnuag in der Kopplungskonstanten) Funktionen~ 
die fiir gro~e Impulse sturk abfallen. 

Unsere Ergebnisse zeigen jedoch, dal~ dies fill' die exaktea Ausbreitungs- 
funktionen nicht der Fall ist; vielmehr ist das benutzte Ni~herungsverfahren 
ungeeignet zur Wiedergabe des asymptotischen Verhultens der exaktcn Funk- 
tionen. Wir glauben desh~lb nicht, da.B die erw~hnten Versuche sich zu einem 
konsequenten Verf~hren ausbauen lassen. 

2.  - R e n o r m i e r u n g s k o n s t a n t e n .  

Der folgende Abschnitt soll dazu dienen, die im Zuge der Renormierung yon 
Feldoper~toren und Massen auftretenden Konstanten dutch die vorhin einge- 
fiihrten Funktionen o(z ~) auszudrfieken. Wir ~ihren dies am Beispiel der 
pseudoskalaren Kopphmg eines neutralen 5[esoafeldes A(x) an ein Spinorfeld 

~,(x) durch. 
Aus der iiblichen Lagrnngefuuktion, die unrenormierte Feldoperatoren 

(s) N. t[u: Phys. Rev., 80, 1109 (1950); S. KA~IEFUCHI und H. Ur~zAw*: Prog. 
Theor. Phys., 9, 529 (1953). 
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(A,,(x), y~,(x)), Massen (Mo, too) und eine unrenormierte Kopplungskonstante 
(go) enthglt,  ergibt sich durch die Einffihrung renormierter Gr6f~cn (*) 

(25) 
I yJ(x) = Z~-~-y~.(x); A(x) - Z['/~A~(x) 

{ M = M o  -i- 5M; m ~ == m,~o + &n~; g = Z ;  Z : ~  a vo,  

(26) L = 

- -  ~Z~{[v~,(y~ -9 M)yJ]--[(Tr~ - -  M)v~, ~,]}--  

- + 

-- i /2 gZ,[~, 75v,]A -? ~ Z.. 5M[v~, ~v] + 1,~Z,ara~A 2 . 

Die renormierten Operatoren genfigen demnaeh den Feldgleichungen 

(27) 

I ig ~ _~ _ 
( D -- m~)A(x) -= -~ Z1Z3 [~), 75~/ ) J  - -  6m~A 

{ ( g M)~v(.~:)==--igZ,Z;1/sA~+SM~ 

Die gleichzeitigen Vertauschungsrelationen lauten: 

(28) 
[A(x),  A(x')]  . . . .  i 5 ( x - - x ' ) . Z ~  ~ 

{ ,p.,(x), q~(x')}= r'~6(~--x').Z;' .  

Alle fibrigen Kommuta toren  (bzw. Antikommutatoren)  verschwinden ftir 
gleiche Zeiten. 

Na.ch (25) und den frfiher gegebenen Definitionsgleichungen (ler Funk- 
tionen Q(u 2) gehen die Konstanten Z3 bew. Z2 einfaeh a.ls malt iplikative Fak- 
toren in die Funktionen Q (bz~. o~ und ~2) ein. Wit mfissen uns zunh=chst mit  
der Frage beschi~ftigen, wodurch die Konstanten  Z: und Z3 festgelcgt sind. 
Hierzu beachten wir, daI3 die Theorie - -  falls sie physikalisch sinnvoll ist - -  
mindestens zwei stabile Teilchen beschreiben muB; d.h. der Operator P~, mui] 
einen diskreten Eigenwert zur 5rukleolmnzahl 0 m i t d e r  M~sse m (exp. Masse 
des Mesons) und einen dis~'eten Eigenwert zur Nukleonenzahl :l mit  der Masse M 
(exp. Masse des ~ukleons) haben. Zu den Funkt ionen Q geben natiirlich nur 
Zustfinde mit  der Nukleonenzahl 0 bzw. I einen Beitrag. ])iese Funkt ionen 
entba.lten demnach Terme der Form 

~(~)  = c36(~ ~ - -  m 2) [ -  ...; ol  = c2~ (u  2 - - -  M 2)  -~- . . .  

(~) Um im Rahmen der St6rungsrechnung stets konvergente Au.sdrfieke zu erhalten, 
muB man bekanntlich noch einen Term ,~ 2A l einffihren. Wir gehen darauf nicht ein, 
da dieser Term ffir die hier betrachteten Zusammenhfinge ohne wesen~liche Bedeutung ist. 
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1-)ie K ,ms t an t en  Z3 und Z~ werden nun dadurch festgelegt,  dab maff e3 
und c2 auf Eins normier t  (lo). Dies entspr icht  dem Verf~hren bei der st6rungs- 

theoret ischen Durchffihrung der Renormierung (~1), bzw. den Renormierungs-  
bedingungen yon Ki~ll~n (1). 

Ffir die Kons tan ten  Z3 und Z2 gilt nach (16), (2r und  (28) 

co c~ 

Z .~ I  - f ~  d (~2)  ; . Z ~ l = f  -~ d (~2)  " 

o o 

Da die Funk t ionen  ~ und ~ s te ts  positiv sind und Sulnmanden $(u 2 -  m 2) 

bzw. (5(~ 2 -  M ~) enthulten,  gilt nach (29) ffir die Renormierungskonstanten:  

(30) 0 < Z3 < 1: 0 ~< Z~ < 1 (~) .  

Wir  wollen je tz t  Formeln  ffir die Massenkonstanten 5m und 5M gewinnen. 

Bet rachten  wir zuni~chst die Mesonmasse: 

Nach (9) und (27) ist  

(31) ( ~  _ 2,, ig  ,~.oJ ( [a (x) ,  A(~')])0 . . . .  .; z~z;'([[~(x),  70~(~)], A(~ ' ) ] )o : :  
r 

i f  m0)A(x--  x ; ~-~ 
2 ! 

Wir differenzieren nach t' und setzen dann t ' =  t. Es ist 

da  for  gleiche Zeiten 

([[~(x),  7~(x)] ,  A(x')]}o =- o ti~,. t ' =  ~., 

[~(x), A(,~')] = [~(~), 2(~')]  = o .  

co 
co 

0 0 

Man erh~lt also 

(lo) Solltcn die Funktionen Q noch wcitere 6-Funktionen enthalten, so entsprechen 
diese ebenfalls stabilen Teflchen mit der Nukleonenzahl 0 bzw. 1. Von einer physi- 
kalisch brauchbaren Theorie der Wechselwirkung yon n-Mesonen und Nukleonen sollten 
derartige Teilchen nicht geliefcrt werden, da sie experimentell nicht auftreten. Falls 
si6 aus der Theorie folgen, so muir man (zur Festlegung von Z 2 und Z3) genauer 
denjenigen diskreten Eigenwert charakterisieren, der zum experimentellcn Meson bzw. 
Nukleon gch6rt. 

(11) Vgl. z . B . P . T .  MATTtIEWS: Phil .  Mag., 41, 185 (1950). 
(12) Diese Ungleichungea sind offenbar bisher nicht angegeben worden. Im Fall 

der Elektrodynamik gibt Z 3 gleichzeitig den Zusammcnhang zwischen der nackten 
und der renormiertcu La.dung an. Die Ungleichung ffir Z a drtickt dann den zuerst 
yon Schwiuger (vgl. W. t'AtlLI: Feldquantisie~ung (Vor]esungen 1950-51)) bewiesenen 
Sachverhalt aus, dab die rcnormierte l,adung kleincr ist als die nackte Ladung. 

2.~ - ll  Nuovo Cir, ento. 
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oder 

(32) 

co 

(u~-- m2)o d(u  ~) Y 
6m ~ _ o ~ -- Z3 j (x2 _ m2)o~ d(;~ ~) <. 0 . 

S e d(~)  o 
0 

Eine Formel fiir die gukleonkonstante  8M gewinnt man a uf analoge Weise. 

(33) Mo) S' (x - -  x') = ( , , ,~ + 

= ( -go - -~ ) : ,  ~x  ~ 
o 

+ f ( 7 _ ~ x + ~  0 Mo) A ( x -  x'; ~')o2(~ 2) d(~ 2) == 
0 

-- gZ,Z;~y5 <{A(x)~x), rfl(x')}>o , 

fiir t ' =  t ist 

<(A(x)~(~) ,  r~(~')}>~ -~ <A(x)>~ = o .  

(Das Verschwinden yon <A(x)> ~ folgt dabei aus: 

( [ ] - - r ~ o ' ) i A ( X ) > o =  ~n~iA(X)>o i y ~  ~ - ,  = :s z , z ~  Sp  {~,~,,'(o)} ~ 0 .  

l~ach (32) ist m2or also <A(x)> o = 0). 
Demnaeh gilt 

M o / ~ l d ( x 2 ) - - - - f  (g~Ol-- ~)2) d(g 2) 
0 0 

oder 

(34) 
~ [ ( M  - -  ~.)q, + e~] d(~*) 

dM = o o - z ,  f [ ( i - -  + 9 : ] d ( •  ~) . 

f 01 d( n21 o 
0 

Die Formeln (29), (32) und (34) driicken die Konstunten Z2, Zs, (~m *, (~M 
durch die Funktionen o(~ ~) a.us. Auf dic Konstante  Z1 wollen wir in dieser 
Arbeit nicht eingehen. 
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Es diirfte klar sein, dab die abgelei teten Zusammenh~nge nicht auf das 
spczielle Beispiel der Kopplung pseudoskalarer Mesonen mit  ~Nukleonen be- 

schriinkt sind, sondern sich leicht auf andere F~lle i ibertragen lassen. Fiir  
eine Anwendung auf die Quantenclekt rodynamik sind naturgem~[3 - -  wegen 
der Lorentzbedingung ~ einige zus~tzliche (~berlegungen erforderlich. 

:Die in diesem Absehnit t  erhal tenen Resul ta te  beriihren sich eng mit  der 
yon Kfi.ll6n durchgeffihrten Definition der Renormierungskonstanten fiir die 
Quantenelektrodynamik.  

Methodiscb unterscheiden sich die beiden D~rstellungen darin, d~/~ hier die 
Benutzung ei~flaufender Felder  und die damit  verkafipfte  Problemat ik  des 
adiabatischen Einschaltens vermieden wird; zum andern legen wir Wer t  auf 

den Zusammenhang zwischen den Eenormierungskonstanten  und den Eigen- 
schaften der Ausbreitungsfunktionen. 

3. - Bestimmung der Vakuumfunktlonen in g~ Niiherung. 

Obwohl es unser eigentliches Anliegen ist, Aussugen fiber die Ausbreitungs- 
funkt ionen zu gewinnen, die unabhi~ngig yon der StSrungsrechnung sind, wollen 
wir dar~uf hinweisen, dub d ie  hicr benutz ten  Methoden a uch ffir die stSrungs- 
mi~Bige Berechnung dieser Funkt ionen yon Vortcil  sind. W~r illustrieren diese 
Metho(len indem wir die Funkt ionen  Q1, ~2 und S'~ in der g2-Ni~herung fiir das 

vorhin betr~chtete .  Beispiel der pscudosk~l~ren Kopphmg yon Mesonen und 
Nukleonen bes t immer .  Inl  Gegens~tz zu anderen Darstel lungen t re ten  dabei in 

diesem Schema keine divergenten Besta.ndtcile auf, deren Elimination bei dcr 

sonst fiblichen Methode zu rel~tiv umst~indlichen Umformungen Anla~ gibt (la). 
Wir setzen also 

e l ( ~  2) ~ e l0(~  2) + g2ell(g2) + ... 

e~(z ~) = e.~.(~ ~) -i- g"e~(z") + ... 

und best immen diese GrSi3en, indem wir z.B. die S(+)'(x)-Funktion nach Po- 
tenzen yon g2-entwiekeln. 

(35) S~+)'(x - x') = i (~(x)~(x')}o = S ( + ) ( x -  x ';  M)  + O(g2). 

In  nulltcr ~ h e r u n g  t r i t t  nutiir]ich die ungestrichene S(+)-Funktion auf und  

demnach ist: 

Q~o = 6(x ~ -  M ~) ; O~o = 0 ; &nlo = 0 ; Z~o = 1 .  

(13) W. ZI-'~tnR)lA~~ - (Nuovo Cimento, im Erscheinen) hat ein allgcmeines Verfahren 
entwickelt, um die Ausbreitungsfunktioncn in belicbiger Ordnung zu bcrechnen, ohne 
dab dabei divergentc Tcrme auftreten. 
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Um den g~-Term der Gleichung (35) zu finden, bilden wi[r 

(36) " M yr _ _  __ M S(+)'(x - -  x ' )  = i < t(x)7(x') >o = 
~x' 

- -  ig=ys ( A ( x ) ~ f ( x ) A ( x ' ) ~ / ( x ' ) ) o +  ... - -  ig~d(")(x - x ' ;  m)yaS(-~)(x . -  x ' ;  M ) 7  ~ + . . . .  

In (36) ist ](x) = -  igZ ,  Zg*y.~A(x)y~(x) q- ~My, (x ) .  

Bei der weitercn Umformung sind nur  Terme ~ g~ ausgeschriebca worden. 

Durch (Ybergang zum Four ierraum ergibt sich ( u ~ = -  k =) 

(37) i r k  ~2~] ( iTk ~- 0(7~o)(i7k + M) [ ( ,  - -  ~)e- + M) = 

(2-~) a O(ko - -  qo)O(qo)yJ@q--  M ) y s d [ q  ~ -~- M"] 0 [ ( k -  q)2 + m 2] d4q. 

Zur  Elimination der 7-Matrizen wird einmal die Spur voit (37), zum andern 
die Spur der mit  i y k  multiplizierten Gleichung gebildet. Man erhglt 

(as) 

O(ko) [-- ~(~-i)%, + (~' + M,),,~ d = 

_. i o f O(ko-- qo)O(qo) ~[q~ + M=] ~ [(k--  q)~+ me] d'q (2n)oj 

O(ko>~ [ ( ~ - -  M)~e.  + 2~tO~] = 

- -  ] (O(ko-- qo)O(qo)(kq)~ [q2-F M 2] (~ [ ( k - -q )=  ~- m 2] d'q. 
(2=):' j 

Die hier ~uftretenden Integrale  sind elementar  ausffihrbar und konverge~,t. 

Man tinder ffir ~u und ~a: 

(39) 

1 

1 
o=, = 32.~ O[z'~-- (M + m ) q .  

% / ( ~ - -  M"- -_z 7m~) Z-- ,lm"M ~- { 

2 yt Ftir B], ---- Su + g ~ + ... gilt demnaeh 

co 

- -  2i ([(iYk - ~)~,, + o,d d(~)  
zi(k) = j ~ 7 ~ : -  77 

0 

m 2 
1 . . . . . . .  

(a -~- M)~/ " 
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Zur expliziten Angabe yon S'sl(lr ist also noch ein konvergentes Integral  
fiber n2 auszuffihren. Die Integrat ion lgl3t sich elementar  durchfiihren and  ist 

im 8pezialfall m ~ 0 trivial. Wir geben f fir diesen Fall das Resul ta t  an (1,): 

(40) S~1 ( k ) - - 1 6 ~  2 k2 i t - -  l d - - ~ -  In 1 + ~ - - i s  . 

Da~ wghrend der Rechnung keine divergenten Glieder auftraten,  ist in 

der vorgenommenen Aufspal tung der S'~-Funktion begrfindet. ]~Ian kann die 

bier nicht in Erscheinung getretenen Renormierungskonstanten natiirlieh aus 

~11 und ~2~ mit Hilfe der Formeln (29) und (34) best immen. 

AbschlieBe1~d mSchte ich Herrn Prof. W. H E ~ S ~ s ,  RG fiir viele Anregungen 

and  den Herren K. Sy.~A~z~ und W. ZngM~RMA~,~ ffir zahlreiche Diskus- 

sionen danken. 

(14) Dies stimmt mit dem Resultab fibereia, das man bei Benutzung der 9.blichen 
Methode von Dyson erh~lt. Vgl. R. KAm'LUS et  a l . :  P h y s .  R e v . ,  90, 1073 (1953). 

R I A S S U N T O  (*) 

I1 presente lavoro espone un tentativo di dedurre aleune propriet~ generali delle 
I ! 

funzioni di propagazione per campi accoppiati (A~, 8F) senza l'impiego di sviluppi 
in serie di potenze e di dimostrare la loro eonnessione con le costanti di rinormaliz- 
zazione degli operatori dl campo e delle masse. Assumendo come esistenti le funzioni 
accoppiate, diventa possibfle discuterne il eomportamento in prossimit~ del cono eli 
luce (o per momenti elevati) e ottenere informazioni sulle singolarits di queste funzioni 
analiticamente estrapolate. Basandosi su questi risultati si fa la critica dei tentativi 
fatti per trattare le teorie non rinormalizzabfli. Si danno formule per le suddette costanti 
di rinormalizzazione che comprendono disequazioni per le costanti Z2 e Z a. Finalmente 
si osserva che i metodi esposti sono utili anche per ealcoli di sviluppo in serie di potenze., 
Come esempio si espone il calcolo della correzione del minimo ordine della funzione S 
nella teoria mesonica pseudoscalare, senza che nello sviluppo del calcolo compaiano 
termini infiniti. 

(*) Traduzlone a cura della Rvdazione.  


