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Abstract, Some mathematical properties of superpropagators for any mass in field- 
theories with exponential coupling are investigated. The principle of minimal singularity 
is discussed. 

1. Einleitung 

Feldtheorien mit nichtpolynomialen Lagrange-Dichten, die natfirlich 
nichtrenormierbar sind, k/Snnen mit Hilfe sog. Superpropagatoren be- 
handelt werden. Sie entstehen durch formale Teilsummationen in der 
StSrungsreihe und sind verschiedene Funktionen des freien Propagators. 
Eines der Hauptprobleme ist die Regularisierung und die eindeutige 
Definition dieser Distributionen [1]. In dieser Arbeit werden einige 
mathematische Eigenschaften yon speziellen Superpropagatoren fiir den 
Fail beliebiger Masse untersucht [2]. 

In Abschnitt 2.1 werden Potenzen des freien Propagators (ffir m :~ 0) 
betrachtet. Es wird gezeigt, dal3 A~ fiir Reu > 0 eine meromorphe Funk- 
tion in u ist mit Polen der Ordnung k + l  bei u = k + 2  (k--0,  1 . . . .  ). 
In 2.2 wird iEF(2)=exp(-(2n)Z2iAe)-I  definiert, zun~ichst ffir 2 
positiv imagin~ir und dann durch analytische Fortsetzung ffir alte 2 in 
der entlang der negativen reellen Achse aufgeschnittenen Ebene. Das 
asymptotische Verhalten dieser Distributionen im Impulsraum wird in 
Teil 3. untersucht. Es zeigt sich, dab/~r(2, p) ftir positive 2 mit p2_~ _ ~  
exponentiell abf~illt. Daher ist Ee(2, x) nach Verschmierung tiber die 
Zeit eine C~-Funktion in den r~iumlichen Koordinaten, d. h. bei x - 0 
ist EF(~, x) in gewisscr Weise minimal singular. Wcnn man ffir negative 2 
Er0o ) durch t/2(E~(-I21 + i~) + EF(--121 -- i~)) definiert, f~illt REEF(2 , p) 
= 1/2~(2, p) mit p 2 ~  +oc exponentietl ab. E(2, x) ist daher nach Ver- 
schmierung fiber den Raum eine C~-Funktion in der Zeit und ist bei 
x = 0 in ~ihnlicher Weise minimal singul~ir wie Ev ftir 2 > 0. Stellt man 
diese Eigenschaften der minimalen Singularit~it bei x = 0 als Bedingung 
an die Superpropagatoren, so beseitigt man die unendliche Vieldeutig- 
keit bei nichtrenormierbaren Theorien [33. 
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2. Superpropagatoren 

Als Superpropagatoren bezeichnen wir verschiedene Funktionen des 
freien Propagator Ae(x). Zur Regularisierung dieser Distributionen 
wollen wir hier die Methode der analytischen Fortsetzung verwenden [4]. 
Sei f(2, t) eine Funktion yon zwei komplexen Variablen. Dann ist die 
Distribution f(2, - x 2 +  io) definiert durch: 

(f(2), ~0) =li+m ° 5 d4xf()b, - x 2 + ieQ(x))qo(x) (1) 

falls i. das Integral fiir alle hinreichend kleinen positiven ~ existiert und 
ii. der Limes e-+ 0 existiert. 

Q(x) ist eine positiv definite quadratische Form z.B. x g + x 2 und 
~o(x) aus einem Testfunktionenraum. 

Wenn die Bedingungen i. und ii. nur fiir gewisse 2 erftillt sind, lfil3t 
sich unter Umst~inden der Definitionsbereich der Distribution f(2) als 
Funktion von 2 noch welter ausdehnen. Falls (f(2), q~) in 2 analytisch 
fortsetzbar ist (evtl. nur auf einem Teilraum yon Testfunktionen), sei 
f ( 2 , - x  2 +io)  durch diese Fortsetzung definiert. Wir werden nun 
dieses Verfahren auf Potenzen und die Exponentialfunktion yon Ar 
anwenden. 

mit 

2.1. Potenzen des fi'eien Propagators 

Es sei A(x) ein freies skalares hermitesches Feld, dann gilt formal: 

(01T :A"(x): :Am(x): 10) = n [ g~,,,~(iA~(- x 2 + io)) ~ (2) 

i A v ( _ x 2 + i o ) =  1 mKa(m~/-~-x2+io) (3) 
(2~) 2 V -  x2 + io 

K 1 (x) ist die modifizierte Besselfunktion zweiter Art. In diesem Abschnitt 
werden wir m/Sgliche Definitionen ftir (2) untersuchen. 

Sei u eine komplexe Zahl mit 0 < R e u < 2 ,  dann ist die Potenz A;. 
durch (1) definiert als eine Distribution in Y'. Fiir 2 __< Reuist die Bedin- 
gung i. nicht mehr erftillt, wir werden daher A~. in diesen Bereich hinein 
analytisch fortsetzen. Der Fall m = 0 ist yon Gelfand u. Schilow [4] aus- 
ftihrlich untersucht worden. D~ ist eine meromorphe Funktion von u 
mit einfachen Polen bei u = k +  2 (k = 0, 1, ...). Wie wir unten sehen 
werden, ist fiir m + 0 und Reu > 0 A) ebenfalls meromorph mit Polen 
bei u = k + 2, jedoch haben die Pole die Ordnung k + 1. 

Um die analytische Fortsetzung durchftihren zu k/Snnen, werden wir 
eine geeignete Integraldarstellung ftir A) herleiten. Mit Hilfe der Mellin- 
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Transformation erhalten wir folgende Gleichungen: 

{ mK:(mVt-) "= ~ dzt-Zg(u.z), 0 < R e u < 2 ,  (4) 
\" - ~  2=ic~ 

0 - ]//}- ] 0 < R e u < R e z .  (5t 

Wir werden zwei Arten yon Integrationswegen in der komplexen Ebene 
verwenden: Lz sei der Weg, der den Strahl parallel zur reellen Achse yon 
z bis + oo im Uhrzeigersinn umfal3t. C= sei der Weg parallel zur imagi- 
n~ren Achse, der aus L~ durch Aufbiegen entsteht. 

Satz: a) Die Funktion g(u, z) ist analytisch in dem Gebiet Reu > 0  
und Re z > 0 mit Polen der Ordnung k + 1 bei u - z = k mit k = 0, 1, . . . .  

b) Ftir 0 < Rez < Reu, lzl--* oo, Imu = const + 0 und Reu--+ +Go hat 
g(u, z) folgende asymptotische Schranke: 

( U lu-Reze_rt]lmz , (6) 
]g(u, z)t ~< \ Imz ] 

und fiir u = const, z-+ oo : 
~Urn \-2z 
IT ) 

Beweis. Siehe Anhang. 
Aus (4) erhalten wir fiir 0 < R e u < 2 :  

A } ( - x 2 + , o )  = ~ - -  ~ - ~  5 dzg(u,z)(-x2+io) -~ (8) 
C2 

oder im Impulsraum: 

{ - - i - 1 " - 1 -  f dzg(u,z) d~(p 2 + io) = - i =  2 \ (2=) 2 ] 2=i c= 
F(2 - z) " - 

F(z) (-P4---w)~ 2(9) 

[ - / " ~ [  1 F ( 2 - z )  ( -p2 - ioy -2  
= - - i 7 c 2  \(2re) z ] [ 2=i ~ dz 9(u, z) F(z) \ /  CIv+ 1 

1 1 + n=2 ~ g(u, n) F(n) F(n- 1) 4 " (10) 

Die letzte Zeile l~il3t sich nun mit Hilfe des Satzes analytisch fortsetzen. 
Der erste Term ist holomorph fiir 0 < Re u < N + 1, der zweite meromorph 
mit Polen der Ordnung k + 1 bei u = k + 2 (k = 0, 1 . . . .  ). Da das ftir atle 
N gilt, ist die Distribution A) als Funktion von u meromorph fiir Reu > 0 
mit den oben bezeichneten Polen. Die Hauptteile haben natiirlich ihren 
Trgger bei x = 0 bzw. sind im Impulsraum Polynome in p2 vom Grad k. 
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Fiir ganzzahlige Werte u = N kann man folgende allerdings nicht 
eindeutige Definition benutzen [4, 5]: 

U - N -  ZIF 

= A N A N v,I + F,U. 

f (u,  N) ist eine beliebige analytische Funktion mit f ( N ,  N) = 1. A N sei F,I 
gegeben durch das Integral in (10), das bei u = N regul~ir ist, daher ist 
A N unabh~ingig yon f (u ,  N). A N ist ein beliebiges Polynom yore F,I F, It 
Grad N - 2. 

Die Gln. (9) und (10) zeigen, dab J}(s) als Funktion yon s analytisch 
in der yon u2m 2 bis + oe aufgeschnittenen Ebene ist (u reell). Die Dis- 
kontinuit~it kann man durch Potenzen yon A + (die fiir alle reellen u > 0 
wohldefiniert sind) und fiir ganzzahlige u durch Phasenraumintegrale 
ausdriicken: l ~/p2 \~ - 2 

O(po) D1scAt(p 2) = 27c 3 \ ~ ]  -2~i cir. dz g(u, z) 
F(z) F(z !) 

= A~+ (p), u > 0 .  (12) 

Ftir ganzzahlige u ist: 

A~; (p) = ( -  i) ~' (27r)-3 N ON(p). (t 3) 

Zum SchluB dieses Abschnitts wollen wir noch eine andere Integral- 
darstellung fiir A) angeben. Wir ersetzen die Mellin-Transformation 
(4), (5) durch folgende Integraltransformation [2]: 

d z t  -~ 2 ~ ( u m l / ~ Y  K~(uml// t)h(u,z)  (t.4) F(t, U) 
2~i c~ F(z) \ 2 ] 

~o I u m l f [  \1 -z 

In (9) und (10) ist dann _p2 _ io durch u2m 2 ._p2 _ io und g(u, z) durch 
h(u, z) zu ersetzen. 

Notwendige Einschr/inkungen des Testfunktionenraumes sind in 
diesem Abschnitt nicht n/iher diskutiert worden. Ftir Im u > 0 miissen die 
Testfunktionen mit x 2 ~ + oQ exponentiell abfallen. Das ist bei der Inter- 
pretation der Formeln (8) bis (10) zu berticksichtigen. 

2.2. Exponentia~unktion des freien Propagators 

Wie in 2.1 ergibt sich formal: 
iEv(x) = (0] T :(e s A(x)-  1): :(e fA(O)- t)" 10) 

= e ~s~(~) - t .  (16) 
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Dieser Ausdruck ist im allgemeinen nicht definiert, da die Bedingung i. 
zu (1) nicht erftillt ist. tm Gegensatz dazu ist der Vakuumerwartungswert 
des entsprechenden ungeordneten Produkts E+(x) eine wohldefinierte 
Distribution tiber dem Raum yon Testfunktionen Cg(R4) [6] bzw. 5 P~ 
(mit ~>1)  [4], dessen Fouriertransformierten st~irker abfallen als 
exp(-alp21 ~/2=) ffir gewisse a. Ffir 2 = - ( f / 2 r c )  2 positiv imagin~ir ist 

iEv(2, - x 2 + io) = e "~ ~ -~.+:v~o - 1 (17) 

durch (1) als Distribution in 5 ~ definiert. Das folgt unmittetbar aus dem 
Verhalten wm Kl(X) bei x = 0 und oo. Wir werden zeigen, dab Ev(2) 
sich auf dem Teilraum ga yon Y in )v analytisch fortsetzen 1N3t, und zwar 
in die ganze 2-Ebene mit einem Verzweigungsschnitt auf der negativen 
reellen Achse. Ev(2) ist also im Gegensatz zu der Funktion EF(2, t) bei 
2 = 0 nicht holomorph. 

Die Integraldarstellung ffir EF(2), die (9) entspricht, lautet (fiir 2 
positiv imagin~ir): 

1 F ( 2 - z )  ( @ ;  -2 
= - 5 ( l S )  iEl.~(2, S) z7c2 2 c~ 

rnit 

G(2, z) = ~ dt t=-*iEv(2, t). (19) 
0 

Mit einer geeigneten Funktion f(u,  N) aus (11) l~igt sich (18) als Summe 
fiber ganzzahlige Potenzen yon AF darstellen. Dazu ersetzen wir iE~,(2, t) 
in (t 9) unter Anwendung der Metlin-Transformation fiir die Exponential- 
funktion durch 

iEA, ,0= 1 dzr(_u)2.(mKl(m /Tt) " 
2rt----7 c'~ ~ -].  (20) 

Nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge erhalten wir 

G(2, z )=  1 ~ duF( -u ) )Yg(u , z ) .  (21) 

In (t8) eingesetzt ergibt sich 

( -  i2(2~)zff f(u, N) 
iEF(2) = Res " (22) U=l N! .=u u - N  - A F  

mit 

f (u, N) = - F ( - u )  2"N !(u - N ) ( - 2 ) - u .  (23) 
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Die Summe fiber A~,t(s) ist eine ganze Funktion in 2. Die analytischen 
Eigenschaften in s ergeben sich aus denen yon A~,~(s), die in 2.1 diskutiert 
wurden. Der andere Term ist eine analytische Funktion in 2 mit einem 
Verzweigungsschnitt auf der negativen reellen Achse und eine ganze 
Funktion der Ordnung 1/3 in s. 

Das Integral in (18) konvergiert nur fiir ]arg2l, Jarg(-s)[ < n nnd 
]arg2 - a r g ( -  s)l < re/2. Wir wollen noch eine andere Integra!darstellung 
ableiten, die fiir alle 2 und s mit jarg21, larg(-s)J < re konvergiert und 
damit unmittelbar die analytischen Eigenschaften in 2 und s wider- 
spiegelt. Der Integrand in (21) hat zwei verschiedene Gruppen yon 
Singularit~iten: 1. die Pole yon F( -u )  und 2. die Pole von g(u, z). Man 
kann daher G(2, z) folgendermagen in zwei Funktionen zerlegen 

l rj ] G(,~, z) = ~ du + ~ du V ( -  u) ;~"a(u, z), 
I L z  

(24) 

Setzt man nun (24) in (18) ein, so kann man den ersten Term in 2 fort- 
setzen, denn die u- und die z-Integration konvergieren flit alle 2. Bei dem 
zweiten Term verlagern wir den Integrationsweg C 1 nach L 1. Dann 
existieren auch diese Integrale far alle 2 mit larg2] < re. Schliel31ich 
erhalten wir 

2rei [c, LI L1 Lz 1 

"F(-u)  2Ug(u'z)F(2-z)(4s)~-2"F(z) 
(25) 

Die Zerlegung in zwei Teile ist nicht dieselbe, die durch (1 t) und (22) 
gegeben ist. Die Konvergenz aller Integrationen ist durch (6) sicher- 
gestellt. 

Wie am Ende von 2.1 kann man auch bier wieder die Integraltransfor- 
mation (14), (t5) verwenden und - s  durch uZm 2 -  s und g(u, z) durch 
h(u, z) ersetzen. 

Physikalisch relevant sind die beiden FNle 2 positiv und 2 negativ. 
Ffir positive 2 kann man (22) und (25) als Darstellungen fiir den Super- 
propagator verwenden. Die ,,Unitarit~itsbedingung" 

0(Po) Im/~F()~, + p2 + io) = _~2_E+i - (2, p) (26) 

ist dann wegen (12) erfiillt. FOr negative 2 nimmt Ep(2) am oberen und 
am unteren Ufer des Verzweigungsschnitts verschiedene Werte an. Wir 
k6nnen o~Ee(-121 + ie) + fiEF(-- 12t -- i~) ats Superpropagator benutzen. 
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Aus (26) folgt dann c~ = f i*=  1/2 + i6, wobei 6 eine beliebige reelle 
Konstante ist. Der Term proportional  6 ist eine ganze Funktion der 
Ordnung 1/3 in p2 bzw. hat im Ortsraum seinen Tr~iger bei x = 0. Wie 
wir in 3.2 sehen werden, ist der Fall 6 = 0 durch bestimmte Abfalls- 
eigenschaften im Impulsraum bzw. durch minimale Singularit~it bei x = 0 
im Ortsraum ausgezeichnet. Wir setzen daher ftir 2 < 0 

(27) 

3. Approximationen und asymptotisehes Verhalten 

3.1. Potenzen des freien Propagators 

Das asymptotische Verhalten yon A~(s) ffir s - ~  wird durch die 
Singularit~it des Integranden in (9) bestimmt, die links des Integrations- 
weges am weitesten rechts liegt. Das ist der Pol yon 9(u, z) bei z = u mit 
dem Residuum 1. Daher gilt fiir u + 2, 3 . . . .  

r ( . )  - (2s) 

Far  u = N > 2 Nllt z = u mit einem Pol yon F(2 - z) zusammen. Aus (10) 
folgt dann 

F(N) F(N - 1) Ins. (29) 

Wegen des logarithmischen Terms gibt es keine Definition von A N 
(d. h. keine Wahl yon f(u,  N) in (11)), so dab A~/(s) mit s--~ +Go oder 
s-~ - o~ abNllt. 

Fiir A + erh~ilt man entsprechend aus (12) ftir atle u > 0 

(4; A + (s) ~ 2~ -(~)~- r(u) F(u - 1) 

Wegen (13) stimmt diese Formel fiir ganze u mit dem bekannten asymp- 
totischen Verhalten der Phasenraumintegrale iiberein. 

3.2. Exponentialfunktion des fi'eien Propagators 

Um technische Komplikationen zu vermeiden, werden wir in diesem 
Abschnitt den Subtraktionsterm 1 in (17) fortlassen. Daher werden die 
t-Integrationen bei oe nicht mehr im eigentlichen Sinne konvergieren, 
aber das sind nur formale Schwierigkeiten, die Endformel (36) gilt wieder 
exakt. 
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Um das asymptotische Verhalten fiir grot3e Impulse zu erhalten, 
entwickeln wir K~ in der N~ihe yon 0: 

mit 

mK~(m~/ t t )_  1 
+ alnt  + b + 0(tlnt) 

a = - 4 ,  b =  In 4 1 

(7 ist die Eulersche Konstante). 
Wir setzen nun: 

und 

Go(z ) = ~ dt t~-le -x(++a~"t+b) 
0 

= e-Xb2~-x~F(2a- z) 

(32) 

(32) 

(33) 

G 1 (z) = j dt t ~- ~ e-  x o(t lnt~ (34) 
0 

G~(z) ist eine ganze Funktion in 2 und analytisch m z mit Polen der 
Ordnung k + 1 bei z = - k  (k = 0, t . . . .  ). Mit (19) folgt weiter: 

G(;~, z) = 1 2~zi j' dz' Go( z -  z') GI(z'), Rez' > 0. (35) 

In (t8) eingesetzt erh~ilt man nach Vertauschung der Integrations- 
reihenfolge: 

i/~A,~, s) 

_ ~  ~ ~ ~ o ~ ~es t~l~Z~ _ ~ _ ~ _ ~ o ( _  ~ ~ _ ~o+~_~,o_~t ] ~3~ 

Das ist eine asymptotische Entwicklung ftir s--,oo, denn die asymp- 
totische Formel ftir die Meijersche G-Funktion enth~ilt den Faktor 
S - k / 3  [7] ,  

Den fiihrenden Term dieser Entwicklung wollen wir nun n~iher 
betrachten. Das Residuum yon G1 (z) bei z = 0 ist 1. Daher gilt: 

: 2 ~b~2 ~ar20~ ~s I l iEv(2, S)~--~L e ,~ uoa~-- 2 a - - 2 , 0 , - - 1  (37) 

Fiir den Fall m = 0 ist diese Formel exakt. 
Nach [7] ist /~,(2, s) durch eine ganze Funktion der Ordnung 1/3 

beschrgnkt, EF(2, x) ist also eine Distribution aus ~'. Die Diskontinuit/it 
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am Schnitt s > 0 w~ichst natiirlich mit s exponentiell an. Fiir 2 > 0 ergibt sich 

2rt2 ~5)2-aa 4 s fO.a-4) i/~ + (2, s) ~ - - ~ -  e-  
(38) 

2 re 3 ,- 3 2~s~ 
• cos[-3- re2a 3 2 ~ J  2 s  ~le2-t-T]3 

und ffir 2 < 0 

re2 e-'a~bl2l 2-;~a --4- e ~ (39) + s ) -  

Die gleiche Formel hat Satz [8] durch asymptotische Summation von 
Phasenraumintegralen erhalten. 

Das asymptotische Verhalten yon/~v(2, s) ffir 2 > 0 und s ~ - o o  ist: 

Ev(,~, s) ,-, ~ e lal 1-7-1 
V~ I 4 t  (40) 

[1 n 3 )os'-l} -3-'~~-~> 
. s i n g r e ) . a + T - T l f 5  T e : 

Dieses exponentielle Abfallverhalten hat zur Folge, dab EF(2, x) ffir ). > 0 
nach Verschmierung tiber die Zeit eine C°%Funktion in den drei riium- 
lichen Koordinaten ist. Das bedeutet, dab Ee(2, x) in einem gewissen 
Sinne bei x = 0 minimal singul~ir ist. Denn wenn Z~(x) e gM beschr~inkt 
in d und x, = 0 in einer Umgebung yon x = 0 und = I far {xl > d  ist, gilt: 

~{m (EF(2), q)Za) = (E~,(2), cp). (41) 

Wegen dieser Eigenschaft nennen wir Ee(R ) far 2 > 0 ,,raumartig minimal 
sJngul~ir". Aus (41) folgt, dab wir Er(2 ) unabhiingig yon der Methode der 
anatytischen Fortsetzung far 2 > 0  definieren k6nnen: Er(2 ) ist die 
gerade invariante .raumartig minimal singul~ire" Distribution in (d' mit 
E~(Z,x)=E+(2, x) far x0>0 .  Dadurch ist Ev(2 ) eindeutig bestimmt, 
denn die verschiedenen mSglichen Definitionen unterscheiden sich durch 
Distributionen, die ihren Triiger bei x = 0 haben (bzw. die im Impulsraum 
ganze Funktionen yon p2 der Ordnung < 1/2 sind) und diese fallen in (41) 
heraus. Die Eindeutigkeit zeigt sich auch im Imputsraum, denn EF()~, p2) 
ist durch die Abfallseigenschaft ffir p2_~-Go ausgezeichnet, da ganze 
Funktionen der Ordnung < 1/2 in keiner Richtung abfallen. 

Entsprechende Betrachtungen kann man auch ftir den Fall 2 < 0 an- 
stellen, wenn EF(2 ) durch (27) gegeben ist. Das asymptotische Verhalten 
von Re/~v(2, p 2) = i/2~(). ,p 2) ffir p2---~+oo ist durch Multiplikation 
von (4) mit cosn2a gegeben. E(), x) ist also nach Verschmierung fiber 
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den Raum eine C~-Funktion in der Zeit und (41) gilt, wenn man ?Jd(x) 
entsprechend durch ~Pd(Xo) ersetzt. Wir nennen daher E(2) fiir 2 < 0 
,,zeitartig minimal singul~ir". Durch diese Eigenschaft ist E(2) wie oben 
eindeutig definiert. Im E F ist durch E+ eindeutig gegeben und wie alle 
Wightmanfunktionen ,,raumartig minimal singul~ir". 

Im allgemeinen sind Superpropagatoren und auch die Porpagatoren 
in renormierbaren Theorien nicht minimal singul~ir definierbar, denn~ wie 
wir in 3.1 gesehen haben, kann A~v(p 2) mit p2~  _+ oo nicht abfatlen, in 
dieser Beziehung sind Theorien mit exponentielter Wechselwirkung 
,,einfacher" ats andere, einschliel31ich der renormierbaren, die jedoch 
wegen der Renormierungsbedingung eindeutig sind. 

Durch die Bedingung der minimalen Singularit~it kann man aus den 
in nichtrenormierbaren Theorien unendlich vielen m6glichen Super- 
propagatoren genau einen ausgezeichneten ausw~hlen. Das ist ffir eine 
gewisse Klasse yon Superpropagatoren (siehe Volkov [1]) offensichtlich 
immer dann m/Sglich, wenn EF(x) oder E+(x)  am Lichtkegel yon der 
einen Seite her weniger singuliir als (xZ) -z und yon der anderen st~irker 
singul~ir ist. Denn die G1. (8) und (9) bzw. die entsprechenden far 

zeigen, dab das Verhalten yon/~(p) ftir f ~ _+ o9 durch das Verhalten von 
E-(x) fiir x2~_+0 bestimmt wird, weil die beiden Integranden die 
gleichen Singularit/iten links des Integrationsweges haben. Wenn E+ (x) 
am Lichtkegel yon beiden Seiten her wenig singul~ir ist (z.B. cos2iA +) 
bzw. stark singul~ir ist (z. B. AI~) existieren im atlgemeinen zwei ver- 
schiedene bzw. keine minimal singul~iren Superpropagatoren. 

Ich m6chte Herrn Prof. Dr. H. Lehmann fttr viele Anregungen zu dieser Arbeit und 
Herrn Dr. K. Pohlmeyer ftir ngtzliche Gespr~iche danken. 

Anhang 
Beweis des Satzes in 2.1. 
Um die anatytische Fortsetzung von g(u, z) durchffihren zu k6nnen, 

betrachten wir die Hilfsfunktion: 

(tO(#, V,n) = ~ dx x/t-I (]//x K l ( 1 / / x x ) ) v - n ( K o ( l / / x ) )  n , (ml) 
o 

Re#,Rev>O, n=O, 1 , . . . .  

Dann ist 

Mit Hilfe yon 
g(u, u) = m 2(u ~ q~(z - u, u, 0). (A2) 

d 
z dz  (z+-"K"(z))= --z-+"-tK'¢l(z) (A3) 
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und partieller Integration folgt aus (A 1): 

( p ( # , v , n ) = ( 2 # ) - l ( v - n ) ~ o ( # + l , v , n + l ) + ( 2 l ~ ) - l n p ( # , v , n - 1 )  (A4) 

oder 

~(#, u, n) = (v -  n) (n + l) -~-Uf ~ ( ~ + l , v , n + l ) + ~ ( # , v , ~ - l )  (15) 

mit 
(p(#, v, n) = n! (2#)-" F(#) F(# + 1)4"~p(#, v, n). (A 6) 

Nach Summation fiber n folgt die Rekursionsformel: 

( ~p(#, v, m) = ( v - n ) ( n + l )  v2(#+ 1, v, n +  1). (A7) 
n = O  

Damit haben wit qo(#, v, n) in den Streifen - 1  < Re# < 0 fortgesetzt. 
Durch k-malige Anwendung von (A 7) ergibt sich: 

n k + l  

tP(#--k,V, nk+l)  = E (V--nk-O(nk l+ l ) (Ak-1)  "~-1 
,,~_ 1=o ( A S )  

n1+l 

"" ~ (V-no)(no + l)(Ao)n°~P(P, v, no + 1) 
no=O 

mit As = (i + t - #)/(i - #). 
Ftir nk = -- 1 folgt mit (A 2) die Behauptung a), denn die no-Summation 

geht maximal bis k - 1. 
Fiir v > k und 0 < Re# < 1 gilt folgende Absch~itzung: 

0 n 1 + 1  

I~(~--k,v, 0)t<vkkkl~(#,v,v)[ Y~ I&-ll  . . . . . . .  y~ IAol "o, (A9) 
n k -  l = 0  n O = 0  

da nach (A5) ~(#, v, n) maximal fiir n ~ v ist. Die Summen k6nnen 
abgesch~itzt werden durch: 

(a 10) 
k!l~l ~ I r ( 1 - ~ )  ' 

Das asympmtische Verhalten yon ~)(#, v, v) ist gegeben durch: 

1~o(#, v, v)I ~. e- ~lIm ~I F(v) t2#1-~ (A 11) 

Aus (A6), (A9), (a  t0) und (A 11) folgt 

I c p (# - k , v ,O) l< texp{ -~ l lmpI+k lnv - k ln [ l~ l } l .  (A12) 

Setzen wir k.= u - R e z ,  # = i Imz  und v = u so folgt (6). (7) ergibt sich 
~nmittelbar aus dem asymptotischen Verhalten yon Kl(x  ) ffir x~oo .  
22 Commum math, Phys., VoL 19 
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