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Statistische Physik - Theorie der Wirme
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Ubungsblatt 7: Dichtematrix, Variationsprinzip

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Betrachten Sie ein Gas aus zweiatomigen Molekiilen. Jedes Molekiil kann als starrer Koérper betrachtet
werden, bei dem die gesamte Masse in den beiden Atomen konzentriert ist. Im thermischen Gleichge-
wicht besitzen beide Atome einen mittleren Abstand R, so dass das Tragheitsmoment des Molekiils
0 = uR?/2 betrigt, wobei u die reduzierte Masse bezeichnet. Im folgenden interessieren nur die
Rotationsfreiheitsgrade, die zu einer Energie

h2
Erot = —j(i+1), j=0,1,2,...
¢ 293(3+) J

fithren.

a. Driicken Sie die spezifische Wérme C.,; in Momenten der Rotationsenergie F,,; aus.

b. Berechnen Sie die mittlere Rotationsenergie (E, ;) und die spezifische Wirme Ci.,; jeweils im
Grenzfall kleiner und grofler Temperaturen.

c. Skizzieren Sie die spezifische Wiarme als Funktion der Temperatur, indem Sie die Ergebnisse aus
b. anwenden.

Hinweis: Fiir die Hochtemperaturentwicklung kann die Euler-MacLaurin Summationsformel

o0

S~ = [ do @)+ 5 (F(00) + F0) + 15 (F(60) = F1(0)) = 25 (7 (06) = £7(0) + ..
n=0 0
verwendet werden.
Aufgabe 2 (6 Punkte)

Ein Neutronenstrahl bewege sich in die positive z-Richtung und bestehe aus der inkohéirenten Uberla-
gerung zweier Neutronenstrahlen gleicher Intensitidt. Die Neutronen in jedem der einzelnen Strahlen
seien vollstédndig polarisiert, einmal in die positive x-Richtung und einmal in die positive y-Richtung.

a. Bestimmem Sie die Dichtematrix p des Systems und berechnen Sie die Polarisation, d.h. den
mittleren Spinvektor (o).

Hinweis: Berechnen Sie zunichst die Eigenzustinde der Pauli Spinmatrizen o; und stellen Sie
p in der entsprechenden Eigenbasis dar. Die Spinmatrizen lauten:

(01 (0 —i (10
9@=\1 0/ %%=\i o) =7 \o -1/

b. Berechnen Sie die Eigenwerte und die entsprechenden normierten Eigenvektoren der Dichtema-
trix. Stellen Sie p in der normierten Eigenbasis dar.



c. Im Experiment (z.B. Stern-Gerlach Versuch) werden Neutronen mit einer Ausrichtung in die
positive « Richtung selektiert. Berechnen Sie den mittleren Anteil der Teilchen mit Spin in die
positive a Richtung und skizzieren Sie das Ergebnis als Funktion von a.

B 0 efm
Oq — eia O .

d. Im Anschluss an die vorherige Messung in die positive a Richtung wird noch einmal die Pola-
risation der Teilchen in die positive x-Richtung gemessen. Wie hoch ist nun der mittlere Anteil
der Teilchen, der in dieser Richtung polarisiert ist?

Hinweis: o, ist gegeben durch

Aufgabe 3 (2 Punkte)

Wie lautet die Verteilungsfunktion f(p), die das Funktional

H=—/ﬂmmﬂmfm

unter den Bedingungen maximiert, dass die Verteilungsfunktion zu [ f(p)d®p = n normiert ist und
sich die mittlere kinetische Energie zu [ f (p)p?/2m d3p = € n ergibt.

Abgabetermin: Mittwoch, 06.12.2006 vor Beginn der Vorlesung.



L6sungen

Aufgabe 1

a. Da jedes Rotationsniveau (25 4+ 1)—fach entartet ist, lautet die kanonische Zustandssumme fiir

ein Molekiil

Z“z:@j+4)@®{—5Emﬁ——E:@j+1ymp{:ﬁﬁégj;ﬂ}
=0 =

IR —j(j +1)6,
_;(2j+1)exp{72T } .

wo wir die charakteristische Temperatur 6, := h?/0kp eingefiihrt haben. Somit ergibt sich die
mittlere Rotationsenergie zu

= 0 0
TOt = Z rot 2] + 1 exp{ ﬂE'rot} = _6)5 IHZ = kBTQﬁ an (2)
7=0

Daraus folgt die spezifische Wérme als

3] 1 90 1 0? 1 o

— — _ 2
Crot = ﬁ<Er0t> = _m%<Emt> kg EnT2 5ﬂ2 InZ = m [<Erot> = (Erot) } : (3)

Verschwindet die Varianz der Rotationsenergie, so ist auch die spezifische Warme identisch Null.

. Beginnen wir mit den kleinen Temperaturen, d.h. 7" < 6,. In der Zustandssumme (1) werden
die hoheren Terme exponentiell unterdriickt, sodafl wir nur die fiihrenden Terme beriicksichtigen
miissen, also Z~ &~ 1+ 3exp{—0,/T}. Somit erhalten wir

_ . 3exp{-0,/T} N -0,
<E’r‘0t> - 1+ 3eXp{—9T/T} : kBor ~ 3k397" exp T ) (4)
und !
2
Co.=3kp [%] exp { _;T} ="3%. (5)

Fiir die Hochtemperaturentwicklung verwenden wir die Euler-MacLaurin Formel:

r 1 ! "
> !f i+ 3 (0) = I0)+ 2" 0) + . )
Mit a :=6,./2T und f(j5) = (2j + 1) exp{—aj(j + 1)} finden wir
r d [ i 0
/f(j)dj ——/d_ { w(ﬁﬂ dj = % = % (7)
0 0
also
fO)=1, (8)
fl0)y=2-a, (9)
f"(0) = —12a + 12a* — a®. (10)

IDie Funktion y2 exp(—y) geht im Grenzwert y — oo gegen 0. Man erhilt sie aus 1/z2exp(—1/x) durch die Substi-
tution z = 1/y.



Die Zustandssumme ergibt sich daher zu

11 1 1 1
Zt =t b4 —a+—a’— —ad ... 11
e 3T T 0" T T (11)

Da T > 0, dquivalent mit ¢ < 1, kdénnen wir den Logarithmus der Zustandssumme entwickeln:

1 1 1 1 a 1

+ _ - - . _ - = 2
log Z —log(a+3+15a+...) loga+log(1+3+15a +..)
= 1lo 1+g+i2 3(9)24_
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Hier haben wir log(1 + x) ~ o — #2/2 benutzt. Damit finden wir abschlieend fiir den Rotati-
onsbeitrag zur inneren Energie von N Molekiilen (mit a = 0,./2T)

0
+ _ 2 Y +
(Erot> = NEKT aTlogZ
0, 1 [6,\°
= NkT|[1-2Z2-— (=
( 6T 180<T> + )
und )
d(E} 1 /0,
O;t)t_%_]vk<1+m<?) +> (12)

Die spezifische Wérme nahert sich also fiir hohe Temperaturen der des idealen Gases von ‘oben’.

Aufgabe 2

a. Die Eigenwerte der drei Pauli Spinmatrizen sind jeweils 1 und -1. Die entsprechden Eigenvek-
toren lauten:

= (1) =5 (l). (13)
=5 (5) . =5 (1) (1)

4= (p) H= () (15)

Da beide Strahlen die gleiche Intensitéit besitzen, ergibt sich der Dichteoperator zu

p= gttt + 5l = 5 {G) (T 1)+ (_il) (-i —1)}

(16)
12 11—
Ta\l4d 2 )
Somit folgt fiir die Polarisation
Sp po, 0.5
(o) =Sp(po) = | Sppo, | = |05, (17)
Sp po, 0

da z.B.

1 2 1-4\ /0 1 1
Sppaz_ZSpKHi 2)(1 0)}_5' (18)



b. Zur Diagonalisierung von p berechnen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, also

1 11
det(p—Nidz) =N =X+ 2 =0 & Aa=g+4/5. (19)

Damit erhalten wir die beiden Eigenvektoren

=3 (1\{3) =3 (Ig) ' (20)

Mittels der Basistransformations-Matrix

F:%(ﬂ _\/5> (21)

14+¢ 1474

finden wir schlie3lich
1 1
5+ \/i 0
pe = Filpr = 2 8 B (22)
0

was in Ubereinstimmung mit den Eigenwerten ist.

c. Zunéchst bestimmen wir die Eigenwerte von o:
det(op —ANda) =A2—1=0 & Ao==1. (23)

Im folgenden ist nur der Eigenvektor zu A = 1 von Interesse (Polarisation in positive a Richtung),

der sich zu
1 efia/2
[+ = 2 (G ) 24)

ergibt, woraus

1 efia/2 ) . 1 1 efm
Poim attl = 53 (G ) €2 o) =3 (o ") 25)

folgt. Daher finden wir fiir den mittleren Anteil der Neutronen in positiver a Richtung;:

1 1 et@ 2 1—1 1 1 )
<Pa>—SP(PaP)—§Sp{(em 1 ) <1+i 9 )}—§+Z[cosa+sma]. (26)

Abbildung 1 veranschaulicht den Verlauf von (P,) als Funktion von «. Fiir a = 0 (positive
x-Richtung) ist (P,) = 3/4. Dieses Ergebnis hat eine anschauliche Bedeutung: Die Hilfte der
Neutronen war ja ohnehin in positiver x-Richtung polarisiert. Bei einer Messung in dieser Rich-
tung wird sich das nicht #&ndern. Ausserdem wird man bei einer Messung eines in positiver
y-Richtung polarisierten Neutrons in der Hélfte der Fille ebenfalls eine Polarisierung in die
positive x-Richtung feststellen, also insgesamt bei 1/4 der Gesamtzahl der Neutronen, sodafl
(Po) =1/241/4 =3/4 wird.

d. Nach der Messung in die positive a-Richtung befindet sich das System im Eigenzustand |+),, von
0. Um die mittlere Polarisation in x-Richtung bei einer anschliessenden Messung zu berechnen,
gibt es zwei Moglichkeiten: (1) Man berechnet die Projektion von |[+)4 auf |[+), und nimmt das
Betragsquadrat oder (2) man berechnet Sp(P,+ P,+). Wegen

_ _1/1 1
Ppt = H)a(te = 5 (1 1) (27)
folgt
1 11 1 e i@ 1 e
(Ppt) = Sp(Pp+ Por) = 1 Sp { (1 1) (eio‘ 1 ) } = 5(1 + cosa) = cos? 5 (28)

Hieraus folgt insbesondere, dass die mittlere Polarisation in negative x-Richtung durch (P,-) =

1 — cos? 3= sin? 5 gegeben ist. Anschaulich bedeutet dieses Ergebnis: Wenn bei der ersten
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Abbildung 1: Mittlere Polarisation in positive o Richtung.

Messung unter dem Winkel o = 0, d.h. in positiver x-Richtung gemessen wurde, sind mit
Wahrscheinlichkeit 1 bei der zweiten Messung immer noch alle Teilchen in dieser Richtung
polarisiert (da sich das System zwischen den beiden Messungen stérungsfrei entwickelt). Wurde
bei der ersten Messung jedoch unter dem Winkel oo = 7, also in negativer x-Richtung gemessen,
so sind bei der zweiten Messung immer noch alle Teilchen im Zustand |—),, sodass man bei der
zweiten Messung kein Teilchen mit positiver Polarisierung registrieren wiirde.

Aufgabe 3

Wir verwenden Lagrangesche Multiplikatoren, um H unter den beiden Bedingungen zu maximieren.
Daher betrachten wir das Funktional

i~ [ 5o) 1 f(p) -+ 2 [ [rwan- n} i [ [ @ /2m - n] @)

Da H maximal werden soll, gilt

511 = = [ [£0) 105 0) = AT (0) — ) /2] & = 5 [ 9(7. )% =0, (30)

wobei g den gesamten Integranden bezeichnet. Daher erfiillt g die Euler-Lagrange Gleichung

9 dg up*
99 _ 9 _g o Imft+1-A-H g, 31
2 9y 9(07/00) f 2 (3D

weil g nicht mehr von den Ableitungen von f abhéingt. Somit erhalten wir

2

Fo) = Newp (wl) N = (32)

Da f(p) normierbar sein soll, mufl x < 0 sein. Demzufolge ersetzen wir g mit —pu, wobei jetzt p > 0.
Somit finden wir aus den beiden Bedingungen

o frooa [ o

B P 0 2wm3/23_3_n
ne_/f(p)%n B /f {u} 2 2p’ (34)

die beiden noch unbestimmten Lagrangeschen Multiplikatoren:

und

3 1, dmem] ~3/?
3 .



