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Ubungsblatt 6: Spuroperator, Dichtematrix, Dekohéirenz

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften des Spuroperators:
a. Sp A ist invariant unter Basistransformation.

b. Die Spurbildung ist eine lineare Abbildung, d.h. additiv und homogen.

c. Sp(|¥){gl) = (lv).

d. Die Spur ist zyklisch invariant, d.h. Sp(AB) = Sp(BA), wenn sowohl Sp(AB) als auch Sp(BA)
existieren.

e. Sei H ein Hilbertraum derart, dal H = H, ® Hp gilt. Seien A und B Operatoren, die je-
weils nur auf die Hilbertridume H, bzw. H; wirken. Dann faktorisiert die Spur, d.h. Sp(AB) =

Sp, (4) Spy(B).

f. Sei p(t) ein zeitabhéingiger Dichteoperator, dann ist Sp (p2 (t)) zeitunabhéngig, d.h. ein reiner
Zustand bleibt rein, ein gemischter Zustand bleibt gemischt.

Aufgabe 2 (2 Punkte)

Zeigen Sie, dal die Entropie S = —kp Sp(plnp) eines quantenmechanischen Systems bei unitérer
Zeitentwicklung zeitlich konstant bleibt.

Hinweis: Benutzen Sie die Entwicklung: Inz = 32 | (=1)*}(z — 1)k /k, 0 <z < 2.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Gegeben sei ein Zwei-Energieniveau-System. Die normierten Energiezustéinde seien mit |F1) und |E2)
bezeichnet. Ein beliebiger Zustand |¢(t)) des Systems besitzt dann die Darstellung

.Eqt . Eot
(1)) = cre™" | Er) + coe” " | Ey)

wobei Ej und Ej die zugehorigen Energieeigenwerte und ¢; und co komplexwertige Normierungskon-

stanten sind. Der diesem Zustand zugeordente Dichteoperator sei mit p(t) = |1(¢))(1)(t)| bezeichnet.
Zeigen Sie, dass der zeitgemittelte Dichteoperator p(t) = % fOT p(t)dt fir Zeiten T', die sehr grof§

gegeniiber i/ |E2 — E1| sind, in den eines Gemisches iibergeht.

Abgabetermin: Mittwoch, 29.11.2006 vor Beginn der Vorlesung.



L6sungen

Aufgabe 1

a. Seien {|n)} und {|n)} zwei Basissysteme, dann gilt nach Einschieben des Eins-Operators:

Y (nlAln) = (n|Alm)(mln) =Y " (mln)(n| Alm) = (m|Ajm). (1)

b. Die Spurbildung ist additiv, da die Mittelwertbildung additiv ist:

Sp(A+B) = (n|A+ Bln) =3 (n|Aln) + 3 (n|Bln) =SpA+SpB. (2)

n n

Sei A € C, dann folgt die Homogenitét aus

Sp(A4) = Z<n|)\A|n> = AZ(n|A|n> =ASpA. (3)
c. Es gilt
Sp([)(9]) = D _(nlY){eln) =Y _(gln)(nlv) = (slv). (4)

d. Seien {|n)} und {|n)} wiederum zwei Basissysteme, so erhalten wir

Sp(AB) =Y (n|ABln) =) _(n|Alm)(m|Bln) =) _(m|Bln)(n| Alm)

(5)
= (m|BA|m) = Sp(BA).
e. Die Basis des Produkthilbertraumes H = H, ® H, sei {|nq)|ns)}. Dann ist
Sp(AB) = 3wl (nalABlna)lns) = 3 (my|Blns){nal Alng) = SpASp B, (6)

Na,Np Ma,Mp

f. Sei p(t) der zeitabhiingige Dichteoperator, dann gilt nach Aufgabe 2 mittles des unitéren Zeit-
entwicklungsoperators U (t,to): p(t) = UT(t,t0)p(to)U(t,to). Somit finden wir
Spp*(t) = Sp (U(t, to)p(to) U(t, to)U' (¢, to) p(to)U (¢, o))
—_———
Id (7)
= Sp (UT(t,t0)p(to)p(to)U(t, to)) = Sp (U(t, to)UT(t,t0)p*(t0)) = Sp p*(to) -

Hierbei haben wir verwendet, da8 fiir unitéire Operatoren UUT = Id gilt und daf die Spurbildung
zyklisch invariant ist.

Aufgabe 2
Die zeitliche Entwicklung eines Operators im Heisenberg Bild wird durch den Zeitentwicklungsopera-
tor U(t, o) bestimmt, der eine formale Losung der Schriédingergleichung ist, also:

oy

Y(t) = U(t, to)h(to) = T exp <—% /H(t/)dt/) ¥(to),

to



wobei T den Zeitordnungsoperator bezeichnet. Insbesondere gilt fiir zeitunabhéngige Hamiltonopera-
toren

U(t, to) = exp (—%H(t - t0)>.

Die Zeitentwicklung eines Operators folgt nun unmittelbar aus zeitlichen Entwicklung von Erwar-
tungswerten

(A)@) () Alp())
(W (to)|UT (¢, t0) AU (t, to)|1h(to))
= (@¥o)|A®)[¥(t0))

mit A(t) = UT(¢,t0)AU(t, o). Insbesondere gilt also fiir den Dichteoperator p(t) = UT (¢, to)p(to)U (¢, to)
und damit fiir die zeitliche Entwicklung der Entropie

S(t) = —kp Sp (p(t) ln(p(t))) = —kpSp (UT(t, to)p(to)U (¢, to) In (U (¢, o) p(to) U (£, o)) )
Betrachten wir im Folgenden das allgemeine Glied
(Upto) - Id)n = (Utp(to)U - UTU)"

in der Entwicklung des Logarithmus

(p=1d)?  (p=1d)*

Inp=p—1Id—
np=p 5 3 :

in der Operatorpotenzen p™ = popo...op wohldefiniert sind und der Einheitsoperator wegen der
—_——

n-Faktoren

Unitaritéit von U, d.h. wegen UT = U~!, als Id = UTU aufgelost werden kann:

(U ptto)v - UTU)n = (Ut = U ) 0.0 (Up(to)U — UTDT)

n Faktoren

= U' |(plto) = 10) UV (plto) = 1) U oo U (p(to) — 1d) YU (pl(to) — 1d) | U
1d Id

= U (p(to) - 1)" U,
Hieraus folgt fiir den Logarithmus
In (U (t, t0)p(to)U (¢, to)) = U (¢, t0) In p(to)U (t, to)

und damit fiir die Entropie

St = —ksSp (Ut 0)p(t0)Utto) In (U (1 t0)plt0) U 1 ) )

= —kpSp (UT(t, to)p(to) Ut, to)U (£, t0) In p(to)U ¢, to))
Id
e (p(to) In p(to) U (t, to)UT (¢, o) )
1d

= S(to)

wobei wir im vorletzten Schritt die zyklische Invarianz der Spur Operation verwendet haben.



Aufgabe 3

Der zu dem Zustand [¢(¢)) adjungierte Zustand () (¢)| ist

Eqt Eot

(W(t)] = cie"m (Er| + e’ 7 (E.
Da der Zustand (t) als normiert vorausgesetzt wird, gilt
WD) = [ = ler]* +leaf* = 1.
Der zugeordnete Dichteoperator ergibt sich zu

p(t) = [P@)) ()|

(Bp—EBy)t ((Eo—Eq)t

le1 [ BL) (B + |eal” |Bo)(Ba| + crcie’™ 7 |B1)(Bo| + cieae ™ 7 | Ea)(En|.

Durch Zeitmittelung erhalten wir zunéchst

T
M0 = 1 [ e
0

= |01|2 |E1><E1|+|02|2|E2><E2| -
1 T 1 T

+ 0103|E1><E2|T/ei(Ez;lEl)tdt—l—01‘02|E2><E1|T/e—i<E2;E1>tdt-

0 0

Nun sieht man aber, dass die beiden Interferenzterme in der letzten Zeile fiir Zeiten T, die sehr grofl
gegeniiber fi/ |E2 — E1| sind, verschwinden, denn

T
1 [ (5 miy
0< T/HL e -

0

h i
+(E2—E1)T _ 1
T(Es — E1) (eh )'

h
— = |€
T |Ey — Fy|

L(Ba—E0T _ 1} -0
<2

fix T > h/|E2 — E1|. Eine analoge Abschiitzung fiir das zweite Integral in (8) zeigt, dass dieses
ebenfalls verschwindet falls die Zeitmittelung grofl genug ist, sodass der zeitgemittelte Dichteoperator
iibergeht in L
p(t) =7 = |er” |BL)(Br| + [ea| | o) (B
)

was einem Gemisch der Zusténde |E;) und |E2) entspricht. Das sieht man am einfachsten anhand der
Matrixdarstellung von p in der Basis {|E)} = {|E1), |E2)}, in der p diagonal ist

i) = ( aft o ).

lca]?

Daraus erhilt man

4
— c 0
EREE=( A 0,
0 e

also 7 # p? und insbesondere |c1|* + |eo|* < 1 withrend |e;|” + |eo]” = 1.

Zusammenfassend gilt also: Wenn die Zeitmittelung 7' groB gegeniiber den inversen Ubergangsfrequen-
zen 1/wis = 1/ |wa — wi| des Zwei-Niveau-Systems ist, kommt es zur Dekohérenz des urspriinglich
reinen Zustandes, was sich im verschwinden der Interferenzterme in (8) duflert.



