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Statistische Physik - Theorie der Wirme
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Ubungsblatt 4: Mikrokanonisches / Kanonisches Ensemble

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Wir betrachten wie in der Vorlesung ein Zwei-Niveau-System bestehend aus N identischen Teilchen,
von denen jedes in zwei Zustédnden mit den Energien —e und +e existieren kann. Die Gesamtenergie
des Systems sei £ = Me, wobei M = —N,... N.

1. Wie grof} ist das statistische Gewicht W (N, M), d.h. die Anzahl der Moglichkeiten, diese Energie
zu realisieren 7 Benutzen Sie, im Gegensatz zur Vorlesung, eine kombinatorische Methode!

2. Welche Relation besteht zwischen der Energie E' und der Temperatur 77 Gilt stets T > 07

3. Berechnen Sie die spezifische Warme dF/dT.

4. Skizzieren Sie die Energie und spezifische Wirme in Abhingigkeit von der Temperatur (kgT/e).

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Ein System bestehe aus N identischen Oszillatoren, von denen der i-te Oszillator die Energieniveaus
€n; = (m + %) hv, n; =0,1,2... besetzen kann. Die Gesamtenergie des Systems sei

N N
h
E:E% :N7”+Mhy mitM:;nieN.
1. Wie grof ist das statistische Gewicht W (N, M)?
2. Geben Sie die Energie E als Funktion der Temperatur 7" an!

3. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit p(n), dafl sich ein gegebener Oszillator im Energieniveau n
befindet? Approximieren Sie diesen Ausdruck fiir NV, M > 1. Ist die so definierte Wahrschein-
lichkeit auf 1 normiert?

Hinweis: Fithren Sie zunéchst im Ausdruck fiir p(n) die Gréle m := M/N ein. AnschlieBend
driicken Sie p(n) als Funktion von hv mittels der Definition exp(—ghv) := m/(1 + m) aus.

Aufgabe 3 (2 Punkte)

Betrachten Sie einen harmonischen Oszillator im Wérmebad der Temperatur 7. Seine moglichen
Energieniveaus sind F,, = hv(n 4+ 1/2) wobei n =0, 1,2, ... Berechnen Sie zunéchst die (kanonische)
Zustandssumme und vergleichen Sie anschliessend die sich daraus ergebende Besetzungswahrschein-
lichkeit, den Oszillator im n-ten Niveau anzutreffen mit der in Aufgabe 2.3 berechneten Wahrschein-
lichkeit p(n).

Hinweis: Fiir Systeme mit diskretem Energiespektrum ist die Zustandssumme durch Z =3, e BE:
gegeben, wobei der Index ¢ alle Zustédnde durchlduft, die die gegebene Energie E; realisieren.

Abgabetermin: Mittwoch, 15.11.2006 vor Beginn der Vorlesung.



Lo6sungen

Aufgabe 1

1. Sei N_ die Anzahl der Teilchen mit der Energie —e und N, die Anzahl der Teilchen mit der
Energie +¢, dann gilt fiir die Gesamtenergie E = Me = (N; — N_)e mit M := N — N_. Die
Anzahl der Moglichkeiten, die Energie E zu realisieren, entspricht der Verteilung von N Kugeln
auf N Boxen. Da die Teilchen ununterscheidbar sind, erhalten wir eine fermionische Verteilung

geméf
W (N) N! N!
M =

N.)  NAN_1 [(N=DM)/2'[(N +M)/2!’
wobei wir N = N + N_ sowie N_ = (N — M)/2 und Ny = (N + M)/2 beriicksichtigt haben.
2. Fiir die Entropie gilt nach Vorlesung

S(E) = ,Z{}BIHWM
1 1 1 1
= kp {NlnN— 5V = M)In o (N = M) — §(N+M)ln§(N+M)}

= —kp{N_In(N_/N)+ N_In(N./N)}
Die Temperatur ergibt sich somit zu

1 05 1098 kg {NM}
= =—1In .

— = 2 1
T OFE eOM 2 N+ M (1)
Dies fithrt zu einer negativen Temperatur bei positivem M, d.h. positiven Energien. Daher
beschrinken wir uns im folgenden auf M < 0 & E < 0. Gleichung 1 liefert
N N-M _ o2¢/kpT

N, N+M

N — M = (N + M)e2/ksT

1— eQe/kBT e—e/kBT _ ee/kBT

1+ e2e/ksT Nefe/kBT T e</kBT

so daf}
E =Me=—N ectanh(e/kgT).

Abbildung 1 illustriert diesen Zusammenhang.
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Abbildung 1: Energie in Abhingigkeit von der Temperatur fiir ein Zweizustandssystem.

Hinweis: Es gilt allgemein, dass in isolierten Systemen, deren Energieniveaus nach oben be-
schrankt sind, thermodynamische Zustdnde mit negativer absoluter Temperatur existieren.



3. Die spezifische Wérme lautet

dE 2 1 AFE 2 AE/kpT
C:_:Nk;B(E) _ =Nk3( ) e .
dT kgT ) cosh® (e¢/kgpT) kT (1+ eAE/ksT)

wobei wir in der letzen Formel AFE := 2¢ gesetzt haben. Eine spezifische Wérme dieser Form
heifit Schottky spezifische Wiarme. Wenn ein Material eine Anregungsliicke von AFE besitzt, so
zeigt sich eine Anomalie in der spezifischen Wirme wie in Abbildung 2.

0.5

N
o
S

1 2 3 4 5 6
kgT/¢€

Abbildung 2: Spezifische Warme in Abhéngigkeit von der Temperatur fiir ein Zweizustandssystem.

Aufgabe 2

1. Sei n; die Nummer des Energieniveaus des i-ten Ostzillators, dann folgt aus der Gesamtenergie
E = Nhv/2+ Mhv: ny + ...+ ny = M. Da die Oszillatoren ununterscheidbar sind und die
n; nicht paarweise verschieden sein mssen, entspricht Wj; der Verteilung von M Kugeln auf
N Boxen, wobei jede Box beliebig viele Kugeln aufnehmen kann. Daher ergibt sich W), als
bosonische Verteilung zu

Wi = (VM) L )

M (N = 1)IM!
2. Mit der Definition der Entropie S = kpIn Wj; und Stirlings Formel Inn! ~ nlnn — n folgt fr

N,M > 1
S=kp{(M+N)In(M+N)-MInM—NInN} .

Somit erhalten wir fr die Temperatur mit M = (E — Nhv/2)/hv
1 90S 0SS oM

T OE OM 9F

o [MENYOM k[ B/N 4 hv)2
S\ M JoE T o\ E/N -2

Daraus folgt zum einen
/BT _ E+ Nhv/2
E—Nhv/2’
und zum anderen
Nhy eh/ksT 41
2 ehl//kBT _ 1

Nhy et/k8T 1 Nhyew/ksT _ 1  Nhy
2 ehv/kpT _q o 2 ehv/ksT _ 1 2

1 hv
= N{§hV+7th/kBT_1}.



3. Sei E = Nhv/2 4+ Mhv die Gesamtenergie des Systems. Ein gegebener Oszillator besitze die
Energie €, = hv/2 + nhv, dann besitzt das Untersystem der restlichen N — 1 Oszillatoren die
Energie E = FE — ¢, = (N — 1)hv/2 4+ (M — n)hv. Es gibt insgesamt

(M —n+N —2)!
(M —n)|(N —2)!

W(N—1,M —n) =

Moglichkeiten, einen solchen Zustand zu realisieren. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, diesen
Zustand zu finden,
W(N —-1,M —n)

W (N, M)
Dies entspricht im Umkehrschluss der Wahrscheinlichkeit, einen gegebenen Oszillator mit der
Energie €, anzutreffen. Somit erhalten wir fir N > 1, M > n

p(n) =

()_M(M—l)...(M—n—i—l)(N—l)N M"™N N M " 2)
P = M+ N-1).. M+N—-n—-1)  (M+N)y"+*1 M+N\M+N
Setzen wir m := M /N, so geht die vorstehende Gleichung in
1 m "
p(n) = 1+m (1+m)
iiber, was sich als
p(n) = e P (1 - ePv) (3)

schreiben 148t, wenn man

m 1
" — e P huw. -
T e ZW. m v 1

setzt. Die Normierung von p(n) folgt unmittelbar aus

> - m \" 1 1
Zp(n):1+ Z<1+ > :1_|_ 1_L:1’
n=0 mn:O m m 1+m

so dafl die Verteilung trotz der Approximation (2) auf 1 normiert ist.

Aufgabe 3

Die Zustandssumme fiir einen Oszillator im Wérmebad der Temperatur T ist gegeben durch:

00 00
Y
n=0 n=0

By — eiﬂ%
— B —Bhv\™ _
= ePEY () T 1 oBhv
n=0
Damit ergibt sich fiir die Besetzungswahrscheinlichkeit
e—BEn

pln) = S = e (1 — )

was exakt mit p(n) aus Aufgabe 2.3 (Gleichung 3) iibereinstimmt. Das ist natiirlich kein Zufall, denn
wéhrend in dieser Aufgabe das Warmebad summarisch iiber die Temperatur T beriicksichtigt wurde,
haben wir in Aufgabe 2 die Freitheitsgrade des Wirmebades explizit in Form von N — 1 Oszillatoren
ausgerechnet.



