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Ubungsblatt 3: Zentraler Grenzwertsatz, Mikrokanonisches Ensemble, Entropie

Aufgabe 1 (3 Punkte)

Eine Grofle X sei die Summe von N unabhingigen Groflen z;, die alle die gleiche Wahrscheinlich-
keitsverteilung p(z;) und die gleiche charakteristische Funktion G(k) besitzen.

a. Zeigen Sie, da$ die charakteristische Funktion G(k) von p(X) durch G(k) = [G(k)]" gegeben
ist.
b. Berechnen Sie G(k), (X) und (X?2), wenn p(z;) eine Gaussverteilung mit Mittelwert p und
Varianz o? ist.
c. Fiir die Verbundwahrscheinlichkeit p(z1, ..., z,) der n GroBen x; gelte
p(x1,...,2n) ~exp{—(z—p)TA  (x — p)/2},
wobei A die Kovarianzmatrix ist, d.h. a;; = ((x; — ps) (x; — p5)). Weiterhin seien die z; paar-
weise unkorreliert. Zeigen Sie, daf} die x; statistisch unabhéngig sind. Wie sind sie verteilt?
Aufgabe 2 (4 Punkte)

Ein Massenpunkt der Masse m bewege sich frei zwischen 0 < x < [ und wird an Wénden bei z = 0
und z = [ elastisch reflektiert.

a.

b.

Tllustrieren Sie die Trajektorie des Massenpunktes im Phasenraum.

Wie grof} ist das Phasenraumvolumen X (F), d.h. das Phasenraumvolumen fiir Energien kleiner
gleich E?

. Zeigen Sie, dafl 2(E) konstant bleibt, wenn die Wand bei z = [ adiabatisch (d.h. |vreiichen| >

|[vwand|) nach rechts bewegt wird, wobei fiir die Masse M der Wand M >> m gelte.

Betrachten Sie das gleiche Problem nun quantenmechanisch, d.h. ein Teilchen in einem Poten-
tialtopf mit unendlich hohen Wéanden bei = 0 und = = [. Wie gro$ ist die gesamte Anzahl der
Energiezustinde mit Energien kleiner gleich E? Setzen Sie diese Zahl in Relation zu X(FE)?

Aufgabe 3 (3 Punkte)

Sei p(z),z € R eine Wahrscheinlichkeitsdichte, dann wird die Entropie S allgemein iiber

S— —kp / p(z) In p(x)dz = —kp(In p(x)),

definiert.

a.

b.

Zeigen Sie, dafl fiir das mikrokanonische Ensemble die vorstehende Definition mit der aus der
Vorlesung iibereinstimmt.

Berechnen Sie die zu einer Gauf-Verteilung p(x) ~ exp(—az?),a > 0 gehérende Entropie.
Diskutieren Sie insbesondere ihre Abhiingigkeit vom mittleren Schwankungsquadrat ((Ax)?)!

Abgabetermin: Mittwoch, 8.11.2006 vor Beginn der Vorlesung.



L6sungen

Aufgabe 1
a. Sei X = Y"1 | x;, so gilt zunéchst

p(X) = (6(X—in)>:/.../p(xl,...,xn)é(X—Z:vi) dxy - ... -dzy (1)
i=1 o i=1

o o0 n—1
= /.../p(xl,...,xn,l,X—Z:ri) dry ... -dxp_1. (2)
—o0 —o0 =1

Damit erhalten wir

(o] o0

©0 n—1
— /eikx /.../p(ml,...,xn_l,X—in)dxl-...-dwn_l dX
— 00 —00 =1

— 00

:// /eikzyzlwip(xl,...,:En_l,:vn) dey ... dz,_1dz,
—o0 —00 —00 (3)

:/.../eikzyzlwip(xl)-...-p(xn) day - ...-dxy

o0 o0 N
= H / e*ip(x;)da; | = / e p(x)dx
N
= [G(K)]
wo wir beim Ubergang von Zeile 2 zu Zeile 3 z, = X — Z?:_ll x; gesetzt haben, um in der

folgenden Zeile die Unabhéngigkeit der z; zu benutzen.

b. Nach Blatt 2, Aufgabe 3 lautet die charakteristische Funktion fiir eine Gauss-Verteilung

G(k) = kb o=k ? /2 (4)
Daher gilt
é(k) = [eik“e*kzgz/ﬂ N — kN o —k*c*N/2 (5)
Fiir die Momente bedeutet dies
_ 9 ~ _ ikuN —k?0%N/2 _
() = G| _, = 5 [V [,y =N (©)

2
~ 0 . i k202
(X?) = <—) G(k)‘kzo = 5k {(N,LL—I—NkuQ)e kulN o=k N/Q} 0T No? 4+ N?*u?  (7)



c. Da die x; unkorreliert sind, gilt a;; = ((z; — i) (x; — p5)) = 035 (@i — 1)) = §;j02. Somit ist A

diagonal, was #quivalent zu A~ = diag (af 2. 0’2) ist. Fiir die Verbundwahrscheinlichkeit

I n
ergibt sich daher

p(x1,. .., 2n) ~ exp {Z(Ii - ui)2/203} = Hexp {(zi — pi)?/207} = Hp(:vi) , (8

i
woraus die Behauptung folgt. Zusétzlich sieht man, dafl die einzelnen Grofien gaufl-verteilt sind.

Aufgabe 2

a. Das Teilchen habe einen Impuls p, wenn es sich nach rechts bewegt und einen Impuls —p fiir
die entgegengesetze Richtung. Da sich der Impuls nur bei x = 0 und x = &ndert und zwischen
den Endpunkten konstant bleibt, ergibt sich das Phasenraumbild wie in Abbildung 1.

p

Abbildung 1: Phasenraumtrajektorie eines freien Teilchens mit elastischen Stéflen bei z = 0 und x = [.

b. Wie aus Abbildung 1 ersichtlich, betrigt das Phasenraumvolumen
Y(E) =2lp=2lV2mE. 9)
c. Fiir einen eindimensionalen elastischen Stofl zweier Teilchen mit den Massen m; und msy, die
vor dem Stof} die Impulse p; und po besitzen, gilt nach dem Stof3

, pi(mi —ma) 4 2maps , pa(ma —my) + 2mapy
P = , P2 = .
my + mo my + ma

(10)

Hierbei ist zu beachten, dafl die Impulse vorzeichenbehaftet sind, d.h. p > 0 entspricht einer
Geschwindigkeit nach rechts und p < 0 einer Bewegung nach links. Sei m; = m die Masse des
Teilchen und my > m; diejenige der Wand, dann ergibt sich mit v = v, und p; = p

Py = — (p1ma + 2mps) /my = —p + 2mu. (11)
Da die Wand adiabatisch bewegt wird, ist u < v, so dafl p| < 0. Daher verringert sich der
Impuls des Teilchens bei jedem Stofl um 2mu. Andert die Wand ihre Position um 4/, so benétigt
sie dafiir die Zeit 6l/u. In der gleichen Zeit stoft das Teilchen

ol/u
1
n= % / u(t) dt (12)
0

mal gegen die Wand, wobei sich seine Geschwindigkeit bei jedem Stofl um dv = 2u verringert.
Die adiabatische Néherung besteht nun darin (wegen v < v) v(t) =~ v zu setzen, d.h. das
Teilchen st6Bt in der Zeit §l/u genau n = (81 /u)/(2l/v) = pdl/(2lmu)-mal auf die Wand. Damit
dndert sich der Impuls des Teilchen um

o0p = —2mu X pdl/(2mul) = —pdl/I, (13)

woraus 6(pl) = pdl +16p = 0 folgt. Aus Teilaufgabe b. finden wir somit, dafl §3X(E) = 26(pl) =0
gilt, d.h. das Phasenraumvolumen (und somit die Entropie des Systems) bleibt bei der adiaba-
tischen Bewegung der Wand konstant.



Eine genauere Rechnung mufl die Verringerung der Geschwindigkeit des Teilchens nach jedem
Stof, sowie die Positionsédnderung der Wand mitberiicksichtigen. Seien [, mit lp =1 < 11 <ls,...
die Positionen, an denen das Teilchen zum (n + 1)-ten Mal mit der Wand zusammenstt und
Olnt1 = lnt1 — 1, die Verriickung der Wand nach dem (n + 1)-ten Stof}, dann gilt offenbar fiir
die Zeitdauer 7,11 zwischen dem (n + 1)-ten und dem (n + 2)-ten Stof:

&y, ln ln 20,44,
Tnt+l = +1 = +1+ = + +17 TL:O,:[,... (14)
u Un+41 Un+1

also 5 5
Y, = L— (15)
Upt1 — U v—(2n+3)u

ln+1 —ly = 5ln+1 =

denn die Geschwindigkeit v,,4+1 hat sich nach dem (n + 1)-ten Stofi auf v — 2(n + 1)u verringert,
z.B. nach dem ersten Stofi (n = 0) mit der Wand bei | = [y, fliegt das Teilchen die Strecke
2lg 4 617 mit der Geschwindigkeit v — 2u bis zum zweiten Stofl bei [; usw..

Gleichung (15) stellt eine Rekursionsgleichung fiir die zu bestimmende Folge I,, dar, die sich in
Form
v—(2n+ u

Yo e =1, n=0,1,2,... 16
v—(2n+3)u 0 " (16)

ln+1 -

schreiben 148t. Thre Losung ist durch

1(1-%) l
l, = v ~ 17
1—-2(n+1)% ~ 1—2n% a7)

gegeben. Dies zeigt, dal die Losung (17) nicht fiir alle n > 0 definiert ist, denn die Anzahl der

StoBe ist nach oben durch

o 1 v

mar — 5 T A~ ™~ 7 1
" 2w 27 2u (18)

begrenzt. In diesem Fall hat sich die Geschwindigkeit des Teilchens asymptotisch derjenigen der
Wand angenihert, sodaf kein weiterer Stofl mehr statt finden bzw. die Wand vom Teilchen erst
im Unendlichen erreicht werden kann. Somit ist das Teilchen ein ”freies” Teilchen geworden,
dafl dann den Impuls piin = Mm(v — 2nmazu) = mu besitzt. Fiir ein Gasteilchen bei Zimmer-
temperatur gilt etwa v &~ 100m/s. Nehmen wir weiter an, dafl « ~ 1mm/s, dann ergébe sich
Nmaz ~ 10°/2. Dies zeigt, da8 unter realen Bedingungen das Verhiltnis u/v zwar kein, aber
immer endlich sein wird und damit die adiabatische Ndherung nur eine gewisse Zeit, ndmlich
fir n < npqee gelten kann.

Um die Anderung des Phasenraumvolumens nach dem n-ten Stof zu berechnen, benutzen wir
die Rekursionsrelation (16) und vergleichen ¥, 11 mit ¥,,. Offenbar gilt

0Xn = Zpt1— Zn =2(Pnt1lnt1 — Puln) (19)
— {(mv—2(n + 1)ma) % — (mv — 2nmu))21, (20)
= ((1-enrytel) % — (1= 20 2mel, (21)
= 2mul, (% - 1) =2mu(ly41 — 1) >0 (22)

was immer positiv ist. Insbesondere nimmt der Abstand zweier aufeinander folgender Stofie
mit wachsendem n zu. Somit vergroflert sich das Phasenraumvolumen bei jedem Stof} bis es
bei n = Ny — 1 unendlich grofl wird. Andererseits kénnen wir im Rahmen der adiabatischen
Niherung die von n unabhiingigen Terme u/v < 1 und 3u/v < 1 im Zihler und Nenner des
Bruches in der letzten Gleichung vernachléssigen und erhalten wiederum d%,, = dX ~ 0, solange
Iy < 1, gilt.

Nmazx



d. Im quantenmechanischen Fall betrachten wir die Schrédinger Gleichung

m d?
—%@1#(55) = E(x). (23)

Die Fundamentallosung dieser Gleichung lautet

2mE
Y(z) = Asin(wz) + Beos(wz), w® = Tf; ,

(24)

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten A und B. Da 9(0) = 0 gilt, mu B identisch ver-
schwinden, also B = 0. Auflerdem erfiillt die Wellenfunktion (1) = 0, was w = 7n/l,n € N
nach sich zieht. Somit erhalten wir fiir die Energieeigenwerte

h?

T iz

(25)

Fiir die Anzahl der Zustéinde nach quantenmechanischer Z&hlweise ¥, (E) erhalten wir daher

%(E) = Y 1=[ SZZPE] 7 (26)

E,.<E

wobei [z] := max(i € N|i < ) bedeutet. Der Vergleich mit dem klassischen Resultat (9) zeigt
also
S4(E) ~ 20V2mE /h = £(E) (27)

daf} jedem (Quanten-) Zustand ein Phasenraumvolumen der Groe h zur Verfiigung steht. All-
gemein gilt, dafl ein Zustand im Phasenraum ein Volumen von h/ einnimmt, wobei f die Anzahl
der Freiheitsgrade eines Teilchens sind.

Aufgabe 3

a. Fiir das mikrokanonische Ensemble gilt

2= E<H<E+/JE,
pla) = { FOPRE 2= H S AT (28)
0 sonst .
Somit erhalten wir
S=—k 1 dr = —kpIn{1/Q(E)JE ————d*Nqd®"
o [ o) (pla) dz =~k (1/9E)SE) T
“0 E<H<E+SE (29)
=kpln{Q(E)JE}
b. Die Normierung der Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich aus
2 m
dee " =, /— 30
[ e . (30)

so daf}

gilt. Weiterhin ist der Parameter o durch die Schwankungsbreite ((Az)?) gegeben,

0 T 2 0 T 1
2\ _ 2\ _ —ox - _ =
((Ax)%) = (27) = o In / ¢ du o In a  2a’ (32)



da das 1. Moment identisch verschwindet. Somit erhalten wir
1 ___a?
=, | — e 2(an?), 33
Aus der Definition fiir die Entropie

S = —kB/p(x) In p(x)dz = —kg(Inp(z)), (34)

folgt daher

e 1 g2 § 1 x?
S——kB_/ @\ ranm e <1n( (A0 2<(Aw)2>>

= kpIn(v/27((Ax)?)) + kTB = kpIn(v/((Az)?)) + const. ,

(35)

d.h. die Entropie wichst mit dem Logarithmus der mittleren quadratischen Abweichung.



