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Ubungsblatt 11: Van der Waals Gas, Dampfdruck

Losungen

Aufgabe 1

a. Das Verschwinden der beiden Ableitungen von P nach V am kritischen Punkt fithrt zu
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Auflésen der zweiten Beziehung nach T liefert
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woraus mittels der ersten Ableitung V' = 3b folgt. Zusammen mit der Zustandsgleichung erhalten
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b. Wir fiihren die dimensionslosen GréBen T := T/T¢, V := V/Ve und P := P/Pc ein. Nach
Einsetzen dieser Transformation in die Zustandsgleichung finden wir
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und damit die dimensionslose Form
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c. Die Isothermen der dimensionslosen Form sind gegeben durch
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e T > T¢: Es gilt niherungsweise P ~ 1 / (317 — 1), da der erste Term den zweiten Term
dominiert.

e T' < Tc: Wir miissen die gesamte Gleichung (6) betrachten, da P ~ 3/V? fiir kleine V und
P ~1/(3V —1) fiir grofie V. Die Isothermen erlauben in der Tat negative Driicke, denn
z.B. fiir T = 0.5 hat Gleichung (6) zwei reelle Nullstellen
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zwischen denen P < 0 ist. Dieser Bereich wird in Wirklichkeit aber nicht erreicht, da sich
ein reales System entlang einer Maxwell-Konstruktion bewegen wiirde
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Abbildung 1: Isothermen des van der Waals Gases fiir verschiedene Temperaturen

e T =T¢. Da beide Scharen der Isothermen stetig in einander iibergehen, muf} die Isotherme
am kritischen Punkt einen Sattelpunkt beitzen. Dies entspricht gerade der Definition des
kritischen Punktes.

Abbildung 1 zeigt den Verlauf der Isothermen fiir die diese drei Regime.

. Wir beginnen mit den totalen Differentialen
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wobei wir bei dS eine Maxwell-Relation verwendet haben. Setzen wir die Gleichung fiir die
Isotherme ein, so erhalten wir
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und daher mit C; = const 5
E(T, V) =CyT — V +C1. (10)

Ausgehend vom totalen Differential der Entropie folgt unter Zuhilfenahme der Isothermen-
Gleichung mit Cy = const
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und abschlieSend
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Aufgabe 2

Wir gehen von der Clausius-Clapeyron-Gleichung
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aus, wobei AQ = T'(S; — Sf) > 0 die Verdampfungswirme bezeichnet. Bei Zimmertemperatur und
Atmosphérendruck fiillt ein Mol eines Gases 22,41, wihrend z.B. ein Mol Wasser ein Volumen von
18 cm? einnimmt. Daher ist Vj, > V7, so dass Gleichung (13) in
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iibegeht, wobei wir die ideale Gasgleichung PV = NkpT verwendet haben. Integration von Gleichung
(14) liefert
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Wegen AQ > 0 steigt der Dampfdruck mit wachsender Temperatur stark an.

Aufgabe 3

a. Da Dampf und Loésung im Gleichgewicht stehen, folgt fiir die chemischen Potentiale p, des
Dampfes und py der Losung

lug(P,T):/Lf(P,T,Xf):,uf(P,T,l)-i-kBTlan. (16)

Differenzieren von Gleichung (16) bei konstantes Temperatur liefert
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Aus der Gibbs-Duhem Relation g v
dp = _NdT+ Ndp (18)
ergibt sich allgemein
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so dass Gleichung (17) in die Differentialgleichung
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itbergeht. Wie in Aufgabe 2 nehmen wir auch hier an, dass V, > V, also insbesondere vy > vy.
Setzen wir zusitzlich in Gleichung (20) die ideale Gasgleichung v = kpT'/ P ein, so erhalten wir
dP dXy
— = P=PFX;. 21
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Gehen wir von einem Dampfdruck P(T, X; = 1) eines reinen Losungsmittels bei Temperatur T
aus, so ist der Dampfdruck der Losung P(T, X¢) bei der gleichen Temperatur durch

P(T,X;)=P(T,1)X;=PT)(1-X,), (22)

wobei wir in Analogie zu Xy den Molembruch X, := Ny/(Ny + Ny) eingefithrt haben. Daher
sinkt der Dampfdruck in einer Losung. Gleichung (22) wird oft in der Form
P(T)— P(T,X;) _ AP
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geschrieben und als Gesetz von Raoult bezeichnet. Durch die gelosten Molekiile findet also eine
Dampfdruckerniedrigung der Fliissigkeit statt.

b. Abbildung 2 zeigt, dass eine Erniedrigung des Dampfdruckes zur Absenkung des Gefrierpunktes
und zur Erhchung des Siedepunktes fiihrt. Den Anstieg der Siedetemperatur erhalten wir aus
der Gleichheit der Driicke

P(T+ AT, Xy)=P(T,1). (24)

Setzen wir das Ergebnis aus Aufgabe 2 (Gleichung (15)) ein, so finden wir
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Abbildung 2: Gefrierpunktserniedrigung und Siedepunktserhthung in einer Loésung. Durchgezogene
Linie: reines Losungsmittel, gestrichelte Linie: verdiinnte Losung
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Nach dem Gesetz von Raoult ist
Pyo(X;) Po—Po+Py(Xy) , APy
= —1-=2021 -,
Py Py Py
so dass Gleichung (25) in
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iibergeht. Wegen der kleinen Menge des gelosten Stoffes ist X, < 1, so dass wir den Logarithmus
entwickeln konnen. Auflerdem ist 7' > AT, woraus sich
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und abschlieSend NEnT?
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ergibt. Insbesondere findet man wegen AQ > 0 eine Siedepunktserh6hung, falls in der Fliissigkeit
Fremdmolekiile gelost sind. Kennt man den Siedepunkt des reinen Losungsmittels, so kann man
aus Gleichung (28) bei Kenntnis der Verdampfungswiirme pro Teilchen AQ/N auf die Menge
des gelosten Stoffes schliefen.



