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Ubungsblatt 10: Entmagnetisierung, Stabilitit Thermodynamischer Systeme

Losungen

Aufgabe 1

a. In Analogie zur Thermodynamik von Gasen definiert man die Warmekapazitit bei konstantem

H-Feld als 50 35
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Aus dU =TdS — MdH und F = E — TS folgt
dF =dU — SdT'—TdS = —-SdT — MdH , (2)
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Integration von Gleichung 4 liefert
7 0*M
Cy(H, T)=Cy(0,T)+T o712 dH , (5)

0
was unter Verwendung von M = VIcH/(uoT) = 0?°M/0T? = 2VTcH/(10T?) in
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iibergeht, wobei wir Cy (0, T) = aT? eingesetzt haben.
b. Die Definition der Warmekapazitit Cy erlaubt die Berechnung der Entropie iiber die Integration

T
S(H,T) = S(H,Ty) + / %dT — S(H,To) + %(T3 T3 - (7)
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Wegen des Poles im Integranden haben wir nur von einer minimalen Temperatur 7" = T bis T’
integriert, d.h. die Zustandsgleichung
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die man formal als ersten Term einer Hochtemperaturentwicklung der fiir “klassische” parama-
gnetische Spin-1/2-Systeme geltenden thermischen Zustandsgleichung

M(H,T) =

B pH kT
M(H,T)=npu (coth T HH),

erhalten kann, wird bei T' = 0 sicher ihre Giiltigkeit verlieren, da hier der eigentliche Quanten-
charakter des Spin Systems beriicksichtigt werden muss.



c¢. Im Folgnden wollen wir annehmen, dafl T > Ty, sodal S(H,Tp) und die konstanten Beitrige
in (7) gegeniiber S(H,T) vernachléssigt werden kénnen und betrachten zur Bestimmung der
Adiabaten mit S = const nun
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d. Abbildung 1 zeigt den Verlauf der Adiabaten fiir verschiedene Werte von S.

Abbildung 1: Magnetfeld in Abhéngigkeit der Temperatur fiir verschwiedene Werte der Entropie. S
wéchst von oben nach unten

Um eine Probe abzukiihlen, wird zunéchst isotherm das Magnetfeld eingeschaltet. Dann wird
das System thermisch isoliert und das Magnetfeld adiabatisch verringert. Da bei diesem Vorgang
die Entropie konstant bleibt, erhalten wir aus S(Ts, H) = S(71,0) wegen a > 0
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Dies bestéatigt die Abkiihlung.
Aufgabe 2
Wir entwickeln das globale Stabilitétskriterium
S(U+ AU,V +AV,N)+ S(U — AU,V — AV,N) < 25(U,V,N) (10)

in eine Potenzreihe nach AU und AV. Wir erhalten zunéchst:

S(U + AU,V £ AV,N) = S + Sy (AU) £ Sy (AV)

+ % (SUU (AU)2 + 2Suv (AU)(AV) + Syy (AV)2) .

Hier bezeichnen tiefgestellte Indizes partielle Ableitungen der Entropie nach ihren natiirlichen Va-

riablen wobei die jeweils anderen Groflen konstant gehalten werden, also Syy = (%) . Damit
V,N

erhalten wir aus der Ungleichung (10) die Bedingung
Suu (AU)? + 2Suv (AU)(AV) + Syv (AV)? <0, (11)

die fiir alle AU und AV gelten muss.
Wihlt man also zunichst AU # 0 und AV = 0, so erhilt man aus (11) wegen (AU)? > 0 die

Bedingung 929
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Analog erhiilt man aus der umgekehrten Wahl (AU = 0, AV # 0) die Bedingung
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Im allgemeinen Fall (AU # 0, AV # 0) multipliziert man (11) mit Syy durch und fiigt die “Null”
+(Syv)?(AV)? ein, womit die Ungleichung (11) (wegen Syy < 0) in die Form

[Suu (AU) + Suv(AV))? + (SuuSvy — SEy) (AV)? >0 (13)

gebracht werden kann. Das der erste Summand auf der linken Seite der Ungleichung sowie auch (AV')?
als Quadrat einer Grofle immer positiv ist, folgt hieraus die dritte lokale Stabilitdtsforderung
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In der Vorlesung wurden aus den lokalen Stabilitdtsbedingungen, die fiir Gase (T'dS = dU + pdV)
geltenden Ungleichungen

Aufgabe 3
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fiir die spezifische Warmekapazitdt und die isotherme Kompressibilitat angegeben. Zur Auswertung
der Stabilititskriterien auf das magnetische Spin-1/2-System betrachten wir zunéchst das Differential
der inneren Energie dU = T'dS — MdH . Es ist offenbar dem der Gase véllig dquivalent, wenn man p
durch M und V durch H ersetzt. Die Auswertung von (12) liefert:
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Diese Ungleichung ist fiir alle Temperaturen, egal ob positiv oder negativ, immer erfiillt, falls Cg > 0
ist. Dieses Ergebnis ist analog dem fiir Gase (Cy > 0).

In Aufgabe 1 / Blatt 4 wurde gezeigt, dafl die spezifische Wérme (jetzt bei konstantem H < V') eines
Zwei-Energie-Niveau-Systems durch (¢ = upH)
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gegeben ist. Dieser Ausdruck ist sowohl fiir positive als auch fiir negative absolute Temperaturen
immer positiv.

Die der isothermen Kompressibilitéit (zweite Ungleichung in (14)) entsprechende Grofie ist die isother-
me Suszeptibilitit, die folgendermaflen definiert ist:
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Die Suszeptibilitdt ist, dhnlich wie die spezifische Wirme Cy bei Gasen mit Energiefluktuationen,
mit den Fluktuationen des magnetischen Moments M = (u) iiber
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verkniipft und deshalb fiir T > 0 ebenfalls eine positive Groe. Hier wurde vorausgestzt, daf3 der
Hamiltonoperator von der Form H = Hy — p - H ist, also keine diamagnetischen Effekte (~ H?)
beriicksichtigt, fiir die yr < 0 wiire fiir T' > 0. Andererseits folgt aus (15), dafl fiir paramagnetische
Substanzen

oM
XT = <W>T<O7 falls T < 0



ist.
Um diese Stabilitdtsbedingung nachzupriifen, gehen wir von der thermischen Zustandsgleichung fiir

das Spin-1/2-System aus
- oF - /J,BH
M = (8H>T—Nu3tanh( T )

oM Nug 2 (mBH
(8—H>T_ T 1 — tanh T <0 falls T < 0.
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und erhalten daraus

Dieser Ausdruck ist aber fiir negative Temperaturen immer negativ. Ein Zwei-Energie-Niveau-System
wie das paramagnetische Spin-1/2-System ist also auch im Bereich negativer Temperaturen stabil.



