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11.1 (Greensche Funktion und Suprafluiditdt)
Die Matrix von Aufgabe 16 lautet:
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Wir bilden die Fourier Transformierte:
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Und damit folgt:
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Fiir 2 x 2 Matrizen, kann man die Inverse leicht nach der CRAMERschen Regel bilden:
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Die Determinante lautet:
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und damit folgt!
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!E wurde in Aufgabe 16 d bestimmt.



Betrachtet man nur Polstellen der Greenschen Funktion, so erhélt man wieder
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E=k\—s +— = —\/4uk? + k*.
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Die Nebendiagonalelemente p stellen eine Art Stromdichte dar. Die Diagonalelemente
sind nicht invariant unter einem Phasenfaktor exp (—if) und verursachen daher eine
Symmetriebrechung.
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11.2 (Kondensat-Entleerung ,depletion of the condensate” in verdiinnten
Bose-Einstein-Kondensaten)

a)

Es ist zu zeigen:



n=mng+ (|69 (Z,1)]%)

Mit n = (J¢) (Z,t)|*) der Teilchendichte, ng = |io|* der Kondensatdichte und ¢ (Z,t) =
Yo + 6 (2, t) folgt:
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Die Terme verschwinden, da wir eine Integration {iber ein symmetrisches Intervall
durchfithren und der Integrand ungerade ist.
Somit ergibt sich insgesamt also:

n = no + (|69 (Z,1)[*)

b)

Es ist mit Hilfe der Greenschen Funktion, welche in Aufgabe 17 abgeleitet wurde zu
zeigen, dass

d
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Es gilt (fiir £ = &' und ¢ =t + ¢, mit € — 0):

([0 (&,0)%) = (60 (&, 8) 60" (&,8)) = (T [8¢ (&) 6" (&, 1')]) = iG (Z,1)

Aus Aufgabe 14 d) und e) kénnen wir (T [01d¢*]) = iG (Z,t) nutzen, wobei G (Z,t)
die Fouriertransformierte der Greenschen Funktion aus Aufgabe 17 ist und mit p = ngg
ist das gesuchte Matrixelement gegeben mit:
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Es folgt also mit Fourier Transformation:
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mtZ—@ =0undt/ =t+ec<t—t =c— 0 kdénnen wir weiter umschreiben zu:
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Mit Hilfe von Konturintegration kénnen wir die w-Integration ausfithren:
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erhalten wir:
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Die zweite w-Integration liefert fast dquivalent:
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Dies liefert also wieder mit ¢, — O:
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Fiigen wir dies in G (£ — 2’,t — t') ein, so erhalten wir:
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Nun nutzen wir:

und setzen G (¥, ) ein:
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c)

Wir betrachten die I'-Funktion, wobei zu zeigen ist, dass
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Wir konnen umstellen zu:
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eine triviale Substitution ¢t = A7 liefert uns:
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(wir verwenden hierbei 7 = %, ¢ = dr) nach kiirzen von A\* erhalten wir die Gamma-
funktion:

I'(z) = / dtt* e
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d)

Es ist das Integral:
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explizit zu 16sen. Das gesuchte Ergebnis ist mit:
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gegeben.

da
Es gilt Sq = gzrf ) fiir die Fliche der Einheitskugel. Wir konnen umschreiben, wobei
2

wir die —% vernachléssigen (dimensional Regularisierung):
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Mit E = £-/p? + 4mngg folgt:
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Wir kénnen das d-dimensionale Integral umschreiben ( [ dip — S, [ dp p?1):
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Ausnutzen der in ¢) gezeigten Relation /\—12 = ﬁ fooo dr 777 1e™ liefert, wobei z = 3

und A\ = p? + dmngg:
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Jetzt substituieren wir a = p?7 < p = \/g mit 2‘% = dp:
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Mit der Substitution 7/ = 4mnggr folgt:
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Umschreiben in Gamma-Funktionen mit [;°dz 2 'e 2™ =T (n) und I' () = /7
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Verwendung der Eigenschaft der Gamma-Funktion I' (n + 1) = nI" (n), liefert:
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Hieraus erhalten wir fiir d = 3 die Bogoliubov-Formel, da (|8 (Z,)[*) zu:

S S3 3 8 [na3
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mit I'(1) = 1, ['(=2) = 2/, S3 = 4m, g = “Z% und ng — n fiir 6¢ (7, t) klein (was
n —ng < n bedeutet), wird. Dazu gilt n = ng + (|60 (Z,4)[>) < ng = n — (|69 (Z, t)[?),
setzen wir ein erhalten wir die Bogoliubov-Formel fiir die Kondensat-Entleerung:
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11.3 (Exakt I6sbarer anharmonischer Oszillator)

a)

Der Hamiltonian lautet:

1 U
H = 3 (p2 + w2a:2) + 32 (p2 + w?a? — w) (p2 + w?az? — 3w),

=:Hp =H'
den wir zunéchst in ungestérten Anteil und Storteil

H = 8—22 (2Hy — w) (2Hy — 3w)

aufspalten. Der ungestorte harmonische Oszillator hat die Eigenzustdnde und Eigenwerte:

Holn) = w <n + %) In).

Wir bemerken, dass H mit Hy vertauscht, da:

[Ho,H] = [Ho,Ho+ H'] = [Ho, H']
= % [Ho, (2Hy — w) (2H( — 3w)]
- 8% {[Ho,2Ho — w] (2Hy — 3w) + (2Ho — w) [Ho, 2Ho — 3w]}
= 0.

Damit folgt
1
HoH|n) = HHy|n) = w <n + 5) Hin).

H|n) ist also Eigenzustand von Hy mit Eigenwert w (n + 1/2). Damit konnen wir die
Eigenwerte von H berechnen:

(o 2 5) (- %))
1 U

Hin)

Il
AKE\
N
3
+
[\)
N—
+
[\)

[N}
N
&
N
3
+
N | —
N—
|
| E
N—
N
&
N
+
N | —
N—
|

w
vo| &
N~
N—
3



b)

Zu berechnen sind die Propagatoren
Gz (t) = —i(T[z(t)z(0)])
Gp(t) = —i(Tlp)pO)).

Das chronologische Produkt ist gegeben durch:

T[f (t1) f (t2)] = © (t1 — t2) f (t1) f (t2) + O (t2 —t1) f (t2) f (t1).

Das bedeutet anschaulich, der Operator, der zeitlich als erstes folgt, wird auch als erstes
auf einen gegebenen Ket angewandt. Wir erinnern uns an die Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren und driicken durch sie  und p aus:

Die Operatoren
z(t)  p(t)

miissen ins Heisenberg-Bild transformiert werden:
A(t) = A (0) e H,

Dazu benutzen wir die CAMPBELL-BAKER-HAUSSDORFF-Regel:

ePAe B = i'An mit Ag = A; A, = [B, A,_1]
n.

n=0

Zuerst die Kommutatoren von a,a’ mit Hy = w (N 4+ 1/2) = w (a'a + 1/2) und [a,a'] =
1

[Hp,a] = w[aTa+—,a]

[Ho,a'] = wlala+ =,a]



Damit folgen schnell die eigentlich gesuchten Kommutatoren:

U
[H,a] = [H0+W(2HO—W) (2H0—3W),a]
U
= —wa+ 2 ((2Hy —w) [2Hy — 3w, a] + [(2Hy — w) ,a] (2Hy — 3w))
= —wa-+ 8—[:;2 ((2Hy — w) (—2wa) + (—2wa) (2Hy — 3w))
U
= —wa+ 22 (—4H0aw + 2w?a — dwaHy + 6w2a)
w
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Sw?
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8w?
U
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Damit gilt:
a(t) =eq und al (t) = etgl,

Damit berechnen wir die Greenschen Funktion als Erwartungswert des chronologischen
Produktes im Vakuum (n = 0).
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Ganz analog folgt:

(Tlp®pO]) = (©O)p#)p(0)+O6(=t)p(0)p(t))
(00 (o) o) 00 (o) o)
= —(0) (tateal — Mllqte Mg — Ml ge gl . (Mtae=HT)
0 (1) (aleBighe Tl BT 11 =1 | i)
= g ((@ (t) &) + <@(—t) eimt>> .
Danmit ist
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