
Heiko Dumlich, Max Ho�mann 16. Juli 200711 Übungsblatt Theoretische Physik V - Klausurblatt11.1 (Greensche Funktion und Supra�uidität)Die Matrix von Aufgabe 16 lautet:
M̃ =

(

i∂t − µ+
~∇2

2m
−µ

µ i∂t + µ− ~∇2

2m

)Wir bilden die Fourier Transformierte:
∫
dt′

2π
i∂te

−iωt′ = ω

∫
dt′

2π
δ
(
t− t′

)
e−iωt′

= ω

∫
d3x′

(2π)3
~∇2e−ip·x = −p

2

∫
d3x′

(2π)3
δ
(
x − x

′
)
e−ip·x

= −p
2Und damit folgt:

M =

(

ω − µ− p
2

2m
−µ

µ ω + µ+ p
2

2m

)

.Für 2 × 2 Matrizen, kann man die Inverse leicht nach der Cramerschen Regel bilden:
(
a b
c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

.Die Determinante lautet:
(

ω − µ− p
2

2m

)(

ω + µ+
p

2

2m

)

+ µ2

= ω2 +��ωµ+
�

�
�

ω
p

2

2m
−��µω −��µ

2 − µ
p

2

2m
−

�
�

�p
2

2m
ω − p

2

2m
µ−

(
p

2

2m

)2

+��µ
2

= ω2 −
(

µ
p

2

m
+

p
4

4m2

)

︸ ︷︷ ︸

=E2

= ω2 − E2und damit folgt1
G (ω,p) =

1

ω2 − E2

(

ω + µ+ p
2

2m
µ

−µ ω − µ− p
2

2m

)1
E wurde in Aufgabe 16 d bestimmt. 1



Betrachtet man nur Polstellen der Greenschen Funktion, so erhält man wieder
E = k

√

k2

4m2
+
µ

m
=

1

2m

√

4µk2 + k4.Die Nebendiagonalelemente µ stellen eine Art Stromdichte dar. Die Diagonalelementesind nicht invariant unter einem Phasenfaktor exp (−iθ) und verursachen daher eineSymmetriebrechung.

x

y

z

11.2 (Kondensat-Entleerung �depletion of the condensate� in verdünntenBose-Einstein-Kondensaten)a)Es ist zu zeigen: 2



n = n0 + 〈|δψ (~x, t)|2〉Mit n = 〈|ψ (~x, t)|2〉 der Teilchendichte, n0 = |ψ0|2 der Kondensatdichte und ψ (~x, t) =
ψ0 + δψ (~x, t) folgt:

n = 〈|ψ (~x, t)|2〉
= 〈(ψ0 + δψ (~x, t)) (ψ∗

0 + δψ∗ (~x, t))〉
= 〈ψ0ψ

∗
0 + ψ0δψ

∗ (~x, t) + δψ (~x, t)ψ∗
0 + δψ (~x, t) δψ∗ (~x, t)〉

= 〈|ψ0|2〉 + 〈ψ0δψ
∗ (~x, t)〉 + 〈δψ (~x, t)ψ∗

0〉 + 〈|δψ (~x, t)|2〉
= n0 + 〈|δψ (~x, t)|2〉 + ψ0 〈δψ∗ (~x, t)〉

︸ ︷︷ ︸

=0

+ψ∗
0 〈δψ (~x, t)〉
︸ ︷︷ ︸

=0Die Terme verschwinden, da wir eine Integration über ein symmetrisches Intervalldurchführen und der Integrand ungerade ist.Somit ergibt sich insgesamt also:
n = n0 + 〈|δψ (~x, t)|2〉

�b)Es ist mit Hilfe der Greenschen Funktion, welche in Aufgabe 17 abgeleitet wurde zuzeigen, dass
〈|δψ (~x, t)|2〉 =

∫
ddp

(2π)d

[
~p2

2m
+ n0g

2E (~p)
− 1

2

]Es gilt (für ~x = ~x′ und t′ = t+ ε, mit ε→ 0):
〈|δψ (~x, t)|2〉 = 〈δψ (~x, t) δψ∗ (~x, t)〉 = 〈T

[
δψ (~x, t) δψ∗

(
~x′, t′

)]
〉 = iG (~x, t)Aus Aufgabe 14 d) und e) können wir 〈T [δψδψ∗]〉 = iG (~x, t) nutzen, wobei G (~x, t)die Fouriertransformierte der Greenschen Funktion aus Aufgabe 17 ist und mit µ = n0gist das gesuchte Matrixelement gegeben mit:

G (ω, ~p) =
ω −

(
p2

2m
+ n0g

)

ω2 − E2Es folgt also mit Fourier Transformation:
G
(
~x− ~x′, t− t′

)
=

∫
ddp

(2π)d

∫
dω

2π

ω −
(

p2

2m
+ n0g

)

ω2 − E2
ei~p(~x−~x′)e−iω(t−t′)3



mit ~x− ~x′ = 0 und t′ = t+ ε⇔ t− t′ = ε→ 0 können wir weiter umschreiben zu:
G
(
~x− ~x′, t− t′

)
=

∫
ddp

(2π)d

∫
dω

2π

ω −
(

p2

2m
+ n0g

)

ω2 − E2
e−iωε

=

∫
ddp

(2π)d

∫
dω

2π

ωe−iωε

ω2 − E2
−
∫

ddp

(2π)d

∫
dω

2π

(
p2

2m
+ n0g

)

ω2 − E2
e−iωεMit Hilfe von Konturintegration können wir die ω-Integration ausführen:

∫
dω

2π

ωe−iωε

ω2 − (E + iη)2
=

1

2 (E + iη)

∫
dω

2π

ωe−iωε

(ω − (E + iη)) (ω + (E + iη))

=
1

2 (E + iη)

∫
dω

2π
ωe−iεω

(
1

ω − (E + iη)
− 1

ω + (E + iη)

)

=
1

2 (E + iη)

( 1

2π
2πi · res

(
ωe−iεω

ω − (E + iη)
;E + iη

)

− 1

2π
2πi · res

(
ωe−iεω

ω + (E + iη)
;− (E + iη)

))

=
i

2 (E + iη)

(

(E + iη) e−i(E+iη)ε + (E + iη) ei(E+iη)ε
)

=
i

2

(

e−i(E+iη)ε + ei(E+iη)ε
)mit res( ωe−iεω

ω−(E+iη) ;E + iη
)

= (E+iη)e−i(E+iη)ε

1 . Da sowohl ε, als auch η gegen 0 streben,erhalten wir:
∫
dω

2π

ωe−iωε

ω2 −E2
=
i

2Die zweite ω-Integration liefert fast äquivalent:
∫
dω

2π

(
p2

2m
+ n0g

)

ω2 − (E + iη)2
e−iωε =

1

2 (E + iη)

∫
dω

2π

(
p2

2m
+ n0g

)

e−iωε

(ω − (E + iη)) (ω + (E + iη))

=

(
p2

2m
+ n0g

)

2 (E + iη)

1

2π
2πi · res

(
e−iεω

ω − (E + iη)
;E + iη

)

= i





(
p2

2m
+ n0g

)

e−i(E+iη)ε

2 (E + iη)



Dies liefert also wieder mit ε, η → 0: 4



∫
dω

2π

(
p2

2m
+ n0g

)

ω2 − E2
e−iωε = i

p2

2m
+ n0g

2EFügen wir dies in G (~x− ~x′, t− t′) ein, so erhalten wir:
G
(
~x− ~x′, t− t′

)
= i

∫
ddp

(2π)d

(

1

2
−

p2

2m
+ n0g

2E

)Nun nutzen wir:
〈|δψ (~x, t)|2〉 = iG (~x, t)und setzen G (~x, t) ein:

〈|δψ (~x, t)|2〉 =

∫
ddp

(2π)d

(
p2

2m
+ n0g

2E (~p)
− 1

2

)

�c)Wir betrachten die Γ-Funktion, wobei zu zeigen ist, dass
1

λz
=

1

Γ (z)

∫ ∞

0
dτ τ z−1e−λτWir können umstellen zu:

Γ (z) =

∫ ∞

0
dτ λz τ z−1e−λτeine triviale Substitution t = λτ liefert uns:

Γ (z) =

∫ ∞

0

dt

λ
λz

(
t

λ

)z−1

e−t(wir verwenden hierbei τ = t
λ
, dt

λ
= dτ) nach kürzen von λz erhalten wir die Gamma-funktion:

Γ (z) =

∫ ∞

0
dt tz−1e−t

�
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d)Es ist das Integral:
〈|δψ (~x, t)|2〉 =

∫
ddp

(2π)d

[
~p2

2m
+ n0g

2E (~p)
− 1

2

]explizit zu lösen. Das gesuchte Ergebnis ist mit:
〈|δψ (~x, t)|2〉 =

Sd (d− 2)

16πd+ 1
2

Γ

(

−d
2

)

Γ

(
d− 1

2

)

(mn0g)
d
2gegeben.Es gilt Sd = 2π

d
2

Γ( d
2)

für die Fläche der Einheitskugel. Wir können umschreiben, wobeiwir die −1
2 vernachlässigen (dimensional Regularisierung):

〈|δψ (~x, t)|2〉 =

∫
ddp

(2π)d

~p2

2m
+ n0g

2E (~p)

=
1

2 (2π)d

∫

ddp
p2

2 +mn0g

mEMit E = p
2m

√

p2 + 4mn0g folgt:
〈|δψ (~x, t)|2〉 =

1

2 (2π)d

∫

ddp p−1 p2 + 2mn0g
√

p2 + 4mn0gWir können das d-dimensionale Integral umschreiben (∫ ddp→ Sd

∫
dp pd−1):

〈|δψ (~x, t)|2〉 =
Sd

2 (2π)d

∫ ∞

0
dp pd−2 p2 + 2mn0g

√

p2 + 4mn0g

=
Sd

2 (2π)d

∫ ∞

0
dp
(

pd + 2mn0g p
d−2
) 1
√

p2 + 4mn0gAusnutzen der in c) gezeigten Relation 1
λz = 1

Γ(z)

∫∞

0 dτ τ z−1e−λτ liefert, wobei z = 1
2und λ = p2 + 4mn0g:

〈|δψ (~x, t)|2〉 =
Sd

2 (2π)d Γ
(

1
2

)

∫ ∞

0
dp

∫ ∞

0
dτ τ−

1
2 e−(p2+4mn0g)τ

(

pd + 2mn0g p
d−2
)Jetzt substituieren wir α = p2τ ⇔ p =

√
α
τ
mit dα

2pτ
= dp:6



〈|δψ (~x, t)|2〉 =
Sd

4 (2π)d Γ
(

1
2

)

∫ ∞

0
dα

∫ ∞

0
dτ τ−

3
2 e−(α

τ
+4mn0g)τ

((α

τ

) d
2
− 1

2
+ 2mn0g

(α

τ

) d
2
− 3

2

)

=
Sd

4 (2π)d Γ
(

1
2

)

∫ ∞

0
dαα−1 e−α

∫ ∞

0
dτ τ−1e−4mn0gτ

(

α
d
2
+ 1

2 τ−
d
2 + 2mn0g α

d
2
− 1

2 τ−
d
2
+1
)Mit der Substitution τ ′ = 4mn0gτ folgt:

〈|δψ (~x, t)|2〉 =
Sd

4 (2π)d Γ
(

1
2

)

∫ ∞

0
dαα−1 e−α

∫ ∞

0
dτ ′ τ−1e−τ ′

(

α
d
2
+ 1

2 τ
− d

2 +
1

2
α

d
2
− 1

2 τ−
d
2
+1

)

(4mn0g)
d
2Umschreiben in Gamma-Funktionen mit ∫∞

0 dxx−1e−xxn = Γ (n) und Γ
(

1
2

)
=

√
π:

〈|δψ (~x, t)|2〉 =
Sd

4 (2π)d Γ
(

1
2

)

(

Γ

(
d

2
+

1

2

)

Γ

(

−d
2

)

+
1

2
Γ

(
d

2
− 1

2

)

Γ

(

−d
2

+ 1

))

2d (mn0g)
d
2

=
Sd

4πd+ 1
2

(

Γ

(
d

2
+

1

2

)

Γ

(

−d
2

)

+
1

2
Γ

(
d

2
− 1

2

)

Γ

(

−d
2

+ 1

))

(mn0g)
d
2Verwendung der Eigenschaft der Gamma-Funktion Γ (n+ 1) = nΓ (n), liefert:

〈|δψ (~x, t)|2〉 =
Sd

4πd+ 1
2

(
1

2
(d− 1) Γ

(
d

2
− 1

2

)

Γ

(

−d
2

)

+

(

−d
2

)
1

2
Γ

(
d

2
− 1

2

)

Γ

(

−d
2

))

(mn0g)
d
2

=
Sd

4πd+ 1
2

(
1

2
(d− 1) − d

4

)

Γ

(

−d
2

)

Γ

(
d− 1

2

)

(mn0g)
d
2

=
Sd (d− 2)

16πd+ 1
2

Γ

(

−d
2

)

Γ

(
d− 1

2

)

(mn0g)
d
2

�Hieraus erhalten wir für d = 3 die Bogoliubov-Formel, da 〈|δψ (~x, t)|2〉 zu:
〈|δψ (~x, t)|2〉 =

S3

16π
7
2

Γ

(

−3

2

)

Γ (1) (mn0g)
3
2 =

8

3
n

√

na3

πmit Γ (1) = 1, Γ
(
−3

2

)
= 4

3

√
π, S3 = 4π, g = 4πa

m
und n0 → n für δψ (~x, t) klein (was

n − n0 � n bedeutet), wird. Dazu gilt n = n0 + 〈|δψ (~x, t)|2〉 ⇔ n0 = n − 〈|δψ (~x, t)|2〉,setzen wir ein erhalten wir die Bogoliubov-Formel für die Kondensat-Entleerung:
n0 = n

(

1 − 8

3

√

na3

π

)

�
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11.3 (Exakt lösbarer anharmonischer Oszillator)a)Der Hamiltonian lautet:
H =

1

2

(
p2 + ω2x2

)

︸ ︷︷ ︸

=:H0

+
U

8ω2

(
p2 + ω2x2 − ω

) (
p2 + ω2x2 − 3ω

)

︸ ︷︷ ︸

=:H′

,den wir zunächst in ungestörten Anteil und Störteil
H ′ =

U

8ω2
(2H0 − ω) (2H0 − 3ω)aufspalten. Der ungestörte harmonische Oszillator hat die Eigenzustände und Eigenwerte:

H0|n〉 = ω

(

n+
1

2

)

|n〉.Wir bemerken, dass H mit H0 vertauscht, da:
[H0,H] =

[
H0,H0 +H ′

]
=
[
H0,H

′
]

=
U

8ω
[H0, (2H0 − ω) (2H0 − 3ω)]

=
U

8ω
{[H0, 2H0 − ω] (2H0 − 3ω) + (2H0 − ω) [H0, 2H0 − 3ω]}

= 0.Damit folgt
H0H|n〉 = HH0|n〉 = ω

(

n+
1

2

)

H|n〉.

H|n〉 ist also Eigenzustand von H0 mit Eigenwert ω (n+ 1/2) . Damit können wir dieEigenwerte von H berechnen:
H|n〉 =

(

H0 +
U

2ω2

(

H0 −
ω

2

)(

H0 −
3ω

2

))

|n〉

=

(

ω

(

n+
1

2

)

+
U

2ω2

(

ω

(

n+
1

2

)

− ω

2

)(

ω

(

n+
1

2

)

− 3ω

2

))

|n〉

=

(

ω

(

n+
1

2

)

+
U

2
n (n− 1)

)

|n〉

=

[

n2U

2
+ n

(

ω − U

2

)

+
ω

2

]

|n〉
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b)Zu berechnen sind die Propagatoren
Gx (t) = −i 〈T [x (t)x (0)]〉
Gp (t) = −i 〈T [p (t) p (0)]〉 .Das chronologische Produkt ist gegeben durch:

T [f (t1) f (t2)] = Θ (t1 − t2) f (t1) f (t2) + Θ (t2 − t1) f (t2) f (t1) .Das bedeutet anschaulich, der Operator, der zeitlich als erstes folgt, wird auch als erstesauf einen gegebenen Ket angewandt. Wir erinnern uns an die Erzeugungs- und Vernich-tungsoperatoren und drücken durch sie x und p aus:
x =

1√
2ω

(

a† + a
)

p = i

√
ω

2

(

a† − a
)

.Die Operatoren
x (t) p (t)müssen ins Heisenberg-Bild transformiert werden:

A (t) = eiHtA (0) e−iHt.Dazu benutzen wir die Campbell-Baker-Haussdorff-Regel:
eBAe−B =

∞∑

n=0

1

n!
An mit A0 = A; An = [B,An−1]Zuerst die Kommutatoren von a, a† mit H0 = ω (N + 1/2) = ω

(
a†a+ 1/2

) und [a, a†] =
1

[H0, a] = ω[a†a+
1

2
, a]

= ω[a†, a]a

= −ωa

[H0, a
†] = ω[a†a+

1

2
, a†]

= ωa†[a, a†]

= ωa†

9



Damit folgen schnell die eigentlich gesuchten Kommutatoren:
[H,a] = [H0 +

U

8ω2
(2H0 − ω) (2H0 − 3ω) , a]

= −ωa+
U

8ω2
((2H0 − ω) [2H0 − 3ω, a] + [(2H0 − ω) , a] (2H0 − 3ω))

= −ωa+
U

8ω2
((2H0 − ω) (−2ωa) + (−2ωa) (2H0 − 3ω))

= −ωa+
U

8ω2

(
−4H0aω + 2ω2a− 4ωaH0 + 6ω2a

)

= −ωa+
U

8ω2

(
8ω2a− 8H0aω − 4ω2a

)
= −ωa+

U

8ω2

(
4ω2a− 8H0aω

)

=

(
U

2
− ω − U

ω
H0

)

︸ ︷︷ ︸

=:Ω

a

[H,a†] = ωa† +
U

8ω2

(

(2H0 − ω) [2H0 − 3ω, a†] + [2H0 − ω, a†] (2H0 − 3ω)
)

= ωa† +
U

8ω2

(

(2H0 − ω) 2ωa† + 2ωa† (2H0 − 3ω)
)

= ωa† +
U

8ω2

(

4H0a
†ω − 2ω2a† + 4ωa†H0 − 6ω2a†

)

= ωa† +
U

8ω2

(

8H0a
†ω − 12ω2a†

)

=

(

ω +
U

ω
H0 −

3

2
U

)

︸ ︷︷ ︸

=:Ω†

a†Damit gilt:
a (t) = eiΩta und a† (t) = eiΩ

†ta†.Damit berechnen wir die Greenschen Funktion als Erwartungswert des chronologischenProduktes im Vakuum (n = 0).
〈T [x (t)x (0)]〉 = 〈Θ (t) x (t) x (0) + Θ (−t)x (0) x (t)〉

=
1

2ω

〈

Θ (t) eiHt
(

a† + a
)

e−iHt
(

a† + a
)

+ Θ (−t)
(

a† + a
)

eiHt
(

a† + a
)

e−iHt
〉

=
1

2ω

〈

Θ (t)
(

(((((((
eiHta†e−iHta† +(((((((

eiHta†e−iHta+ eiHtae−iHta† +((((((
eiHtae−iHta

)

+Θ (−t)
(

(((((((
a†eiHta†e−iHt +(((((((

a†eiHtae−iHt + aeiHta†e−iHt +((((((
aeiHtae−iHt

)〉

=
1

2ω

(〈
Θ (t) eiΩt

〉
+
〈

Θ (−t) eiΩ†t
〉)Damit ist

Gx (t) =
−i
2ω

(〈
Θ (t) eiΩt

〉
+
〈

Θ (−t) eiΩ†t
〉)
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Ganz analog folgt:
〈T [p (t) p (0)]〉 = 〈Θ (t) p (t) p (0) + Θ (−t) p (0) p (t)〉

= −ω
2

〈

Θ (t) eiHt
(

a† − a
)

e−iHt
(

a† − a
)

+ Θ (−t)
(

a† − a
)

eiHt
(

a† − a
)

e−iHt
〉

= −ω
2

〈

Θ (t)
(

(((((((
eiHta†e−iHta† −(((((((

eiHta†e−iHta− eiHtae−iHta† +((((((
eiHtae−iHta

)

+Θ (−t)
(

(((((((
a†eiHta†e−iHt −(((((((

a†eiHtae−iHt − aeiHta†e−iHt +((((((
aeiHtae−iHt

)〉

=
ω

2

(〈
Θ (t) eiΩt

〉
+
〈

Θ (−t) eiΩ†t
〉)

.Damit ist
Gp (t) =

−iω
2

(〈
Θ (t) eiΩt

〉
+
〈

Θ (−t) eiΩ†t
〉)

.
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