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9.1 (Gaul-Integral)
a)

Zu zeigen:

2
I—/ dx exp ——3:): il
a
mit R (a) > 0. Wir berechnen das Integral I?:
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Daraus folgt also fiir I = /12

b)

Zu zeigen:

0o 9 2
I:/ dx exp (—gw2+bx) = M%exp <3_a>

mit R (a) > 0 und b € C. Umformung des Exponenten durch quadratische Ergénzung:
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Hieraus ergibt sich:
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Wir kénnen noch schnell das Quadrat des Integrals ausrechnen:

72 :/ dm/ dy exp (— (2% + 7))
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Somit folgt also J = /7 und insgesamt fiir das Integral I:
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c)
Es ist iiber Konturintegration zu zeigen:
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Die Kontur sieht folgendermafien aus:
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Die Beitrage der Kreisbdgen miissen nicht betrachtet werden, da die Integration im
und gegen den Uhrzeigersinn 1duft und die Betrdge gleich sind, somit diese sich also
gegenseitig autheben. Nun gilt zudem das Cauchy-Theorem:

j{dz f(z)=0

da wir keine Pole im Integrationsweg existieren. Wir kénnen also unser Integral auf
die Integration iiber den gedrehten Weg zuriickfithren. Es gilt:
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Wobei J das Integral fiir den gedrehten Weg ist. Dieses berechnen wir im folgenden. Es
gilt z = 2+ 14y, mit der Steigung Z folgt y (z) = z und somit z? = 2% (1 + 2i — 1) = 2iz”.
Mit dem neuen Integrationsweg erhalten wir also:
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= —/ dx exp (—a:L‘Q)
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Hieraus folgt fiir das zu bestimmende Integral:

—J = /_00 dx exp (ig:ﬁ) = 2%
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was nicht mit dem erwarteten Ergebnis iibereinstimmt.

d)

Zu zeigen:
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Wir schreiben etwas um:

N
(Hd@) = dVz.
i=1

(A;;) ist rell und symmetrisch, besitzt also eine Ahnlichkeittransformation:



mit
O~ '=0T und D,,, = 5mn)\(”),
wobei A die Eigewerte von A sind.
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Jetzt gilt es wieder das Quadrat zu vervollstdndigen:
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9.2 (Einfiihrung in das Pfadintegral)
a) Gegeben:
Alej) = Alal = [t § (¢)a(f)
z (t) = zo (t) + dt' G (t —t') j (¢') mit 07z (t) = —w?zg (t)
Zeige:
Sx(t)



Zuerst formen wir A [z] etwas um, wobei wir wie im folgenden Randterme von x (¢) und
zeitliche Ableitungen davon vernachléssigen:
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Damit gestérkt rechnen wir los:
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Betrachten wir nur den ersten Term:
(5./4 X 5 > / / /
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Um das verbleibende Integral auszuwerten, integrieren wir wieder partiell und vernach-
lassigen Randterme.

/dt'x(t')aga(t_t') - /dt’W—a‘:(t’)@tfé(t—t’)
= [ (Con Ly str=T)) i ()5 - )

Das bedeutet insgesamt:

6A [z, ] (92 2 o
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Hier betrachten wir wieder nur den ersten Term auf der rechten Seite:
(@) a(t) = (9Ptw? 0t+(6t2+w2)/ dt G (t— ) j (¢)
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womit insgesamt folgt
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b)
Zeige
Z[j] = Z[0] exp [—%/ dt / dt" j(t)G(t—t")j ()
mit
Zjl = /Dx eiAlw]
und somit

Z[O] _ /Dx A0 _ /sz oAl _ /Dx e%ffooodt (¢2_w2x2).
Wir betrachten nur den Exponenten:
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Wir setzen ein:
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Damit folgt:
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Fiir den Term



benutzen wir wieder den gleichen Trick wie bei (1) blof etwas komplizierter aufgeschrie-
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Auferdem ist

/dt:noat/ dt' G (t /dtﬂcoat/ dt" G(t—t)j(t).

Damit folgt:.
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Und wieder eingesetzt:
Zlj] = /Dx o3 [20 dt (#7—w?a®) 3§ [Z dt [ dt' j(B)G(t—t)j(t))

— Z[0] e—%ff" dt [ dt' jt)G(E—t)it')

c)
Es ist zu zeigen:
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Wir berechnen erst die eine Ableitung:
gjz(t[{]) = 6j((5tl)Z[0]exp [—%/:;dt /_Zdt’j(t)G(t—t’)j(t’)}
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und dann die andere:
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Setzte man nun j = 0 wird der erste Summand identisch 0 und wir erhalten:
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Gl =) = 57 1) 65 (8)
Es ist zu zeigen:
G (tl — tg) == —ZL‘[O] /Dl’ x (tl) x (tg) ez’A[:c].
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Setzt man wieder j = 0 folgt:
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d)

Betrachte
(07 +w?)G(t)=—5(t),

was man fiir ¢ = 0 erhilt. Die Fourier-Transformierte der -Funktion ist bekanntlich kon-
stant 1. Die Green’sche Funktion G (¢) mit ihrer Fourier-Transformierten G (2) verkniipft

durch:
/ dt G —th

G(t) = G( ) e, (2)
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Wendet man auf (2) den Operator (07 + w?) an, erhilt man:

—5(t) = (0} +w?) dQG(Q) “u :/@ (w? = Q%) G (Q)

woraus folgt:
~ 1
G =g

Nun kann man die Green’sche Funktion bestimmen mittels (2). Hierzu zerlegen wir erst
den Integranden:
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Als integrierenden Faktor fithren wir jeweils ie ein.

1 d9 eiQt eiQt
Git)=— [ = _— .
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Wir wenden den Residuensatz an, unterscheiden implizit zwischen ¢ > 0 und ¢ < 0 und

erhalten: o0 1
27

G(t)= ——

®) 2w 27

Lasst man jetzt wieder € — 0 laufen folgt:
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e)
Zuletzt berechnen wir noch das Matrixelement:
(OIT [ (t1) 2 (t2)]] 0) (3)
mit
Tle(t) ()] = 0(tr—t2) & (fa) & () + 0 (t2 — t1) & (t2) = (t1) -

Zuerst driicken wir den Ortsoperator durch den Erzeugungs- und Vernichtungsoperator
aus. Mit A =m =1 folgt:
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= (0]0( to) T (t1) Z (t2) + 6 (ta —t1) & (t2) x (t1)] 0)
1 . . .
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- <o(9 (t1 — t2) iw al (il + MHL (t1) a' (t2) +a (t)a(t)
—elw(tz t1)
0 (ta 1) 5 | Al e TE) + L ey TE) + (1) (82) +a eyt | [0)
_ew(tl t2)
1

o <9 (1 — t) €21 £ 0 (8 — 1) eiw(tl—tg))

Bis auf ein ;7" gleicht dieses Ergebnis sehr dem von Aufgabenteil d) fiir ¢t = ¢1 — to.
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