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I =

∫ ∞

−∞
dx exp

(

−a

2
x2
)

=

√

2π

amit ℜ (a) > 0. Wir berehnen das Integral I2:
I2 =

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dy exp

(

−a

2
x2
)

exp
(

−a

2
y2
)

=

∫ ∞

0
dr

∫ 2π

0
dϕ r exp

(

−a

2
r2
)

= 2π

∫ ∞

0

du

ar
r exp (−u)

=
2π

aDaraus folgt also für I =
√

I2:
I =

∫ ∞

−∞
dx exp

(

−a

2
x2
)

=

√

2π

a

�b)Zu zeigen:
I =

∫ ∞

−∞
dx exp

(

−a

2
x2 + bx

)

=

√

2π

a
exp

(
b2

2a

)mit ℜ (a) > 0 und b ∈ C. Umformung des Exponenten durh quadratishe Ergänzung:
−a

2
x2 + bx = −a

2
x2 + bx +

b2

2a
− b2

2a
= −

(√
a

2
x +

b√
2a

)2

+
b2

2aHieraus ergibt sih:
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I = exp

(
b2

2a

)∫ ∞

−∞
dx exp

(

−
(√

a

2
x +

b√
2a

)2
)

=

√

2

a
exp

(
b2

2a

)∫ ∞

−∞
du exp

(
−u2

)

︸ ︷︷ ︸

:=JWir können noh shnell das Quadrat des Integrals ausrehnen:
J2 =

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dy exp

(
−
(
x2 + y2

))

=

∫ ∞

0
dr

∫ 2π

0
dϕ r exp

(
−r2

)

= 2π

∫ ∞

0

du

2r
r exp

(
−u2

)

= πSomit folgt also J =
√

π und insgesamt für das Integral I:
I =

√

2π

a
exp

(
b2

2a

)

�)Es ist über Konturintegration zu zeigen:
∫ ∞

−∞
dx exp

(

i
a

2
x2
)

=

√

2π

|a| ·
{√

i, a > 0
1√
i
, a < 0Die Kontur sieht folgendermaÿen aus:

−R

R

π/4

I

Re
R→∞

−R→−∞
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Die Beiträge der Kreisbögen müssen niht betrahtet werden, da die Integration imund gegen den Uhrzeigersinn läuft und die Beträge gleih sind, somit diese sih alsogegenseitig aufheben. Nun gilt zudem das Cauhy-Theorem:
∮

dz f (z) = 0da wir keine Pole im Integrationsweg existieren. Wir können also unser Integral aufdie Integration über den gedrehten Weg zurükführen. Es gilt:
∮

dz f (z) =

∫ ∞

−∞
dx exp

(

i
a

2
x2
)

+ J = 0 ⇔ −J =

∫ ∞

−∞
dx exp

(

i
a

2
x2
)Wobei J das Integral für den gedrehten Weg ist. Dieses berehnen wir im folgenden. Esgilt z = x+ iy, mit der Steigung π

4 folgt y (x) = x und somit z2 = x2 (1 + 2i − 1) = 2ix2.Mit dem neuen Integrationsweg erhalten wir also:
J =

∫ −∞

∞
dz exp

(

i
a

2
z2
)

· (1 + i)

= −
∫ ∞

−∞
dx exp

(
−ax2

)

= −
√

2π

aHieraus folgt für das zu bestimmende Integral:
−J =

∫ ∞

−∞
dx exp

(

i
a

2
x2
)

=

√

2π

awas niht mit dem erwarteten Ergebnis übereinstimmt.d)Zu zeigen:
I =

∫ ∞

−∞

(
N∏

i=1

dxi

)

e−
1
2
xiAijxj+bixi =

√
2π

N

√
detA

e
1
2
b

T ·(A−1)·b.Wir shreiben etwas um:
(

N∏

i=1

dxi

)

= dNx.

(Aij) ist rell und symmetrish, besitzt also eine Ähnlihkeittransformation:
Aij = (O · D · O)ij = OimDmnOnj3



mit
O−1 = OT und Dmn = δmnλ(n),wobei λ(n) die Eigewerte von A sind.

I =

∫

dNx e−
1
2
xiOimδmnλ(n)Onjxj+bixi

=

∫

dNx e

− 1
2
xiλ

(n) OinOnj
︸ ︷︷ ︸

=δij

xj+bixi

=

∫

dNx e−
1
2
λ(i)x2

i +bixi

=

N∏

i=1

∫

dxi e−
1
2
λix

2
i +bixi .Jetzt gilt es wieder das Quadrat zu vervollständigen:

−λi

2
x2

i + bixi = −
(√

λi

2
xi −

bi√
2λi

)2

+
b2
i

2λiSubstitution
ui =

√

λi

2
xi ⇒ dxi =

√
2

λi
dui

I =

N∏

i=1

√
2

λi
e

b2i
2λi

∫

duie
−u2

i

=

√
2π

N

√
detA

e
1
2
b

T ·A·be)9.2 (Einführung in das Pfadintegral)a) Gegeben:
A [x, j] = A [x] −

∫ ∞

−∞
dt′ j

(
t′
)
x
(
t′
)

x (t) = x0 (t) +

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
) mit ∂2

t x0 (t) = −ω2x0 (t)Zeige:
δA [x, j]

δx (t)
= 0
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Zuerst formen wir A [x] etwas um, wobei wir wie im folgenden Randterme von x (t) undzeitlihe Ableitungen davon vernahlässigen:
A [x] =

1

2

∫ ∞

−∞
dt′ ẋ2 − ω2x2 (1)

=
1

2

∫ ∞

−∞
dt′ ẋẋ − ω2x2p.I.

= 0 − 1

2

∫ ∞

−∞
dt′ xẍ + ω2x2

= −1

2

∫ ∞

−∞
dt′ x

(
t′
) (

∂2
t′ + ω2

)
x
(
t′
)Damit gestärkt rehnen wir los:

δA [x, j]

δx (t)
=

δA [x]

δx (t)
−
∫ ∞

−∞
dt′ j

(
t′
) δx (t′)

δx (t)
︸ ︷︷ ︸

=δ(t−t′)

=
δA [x]

δx (t)
− j (t) .Betrahten wir nur den ersten Term:

δA [x]

δx (t)
= − 1

2

δ

δx (t)

∫ ∞

−∞
dt′ x

(
t′
) (

∂2
t′ + ω2

)
x
(
t′
)

= −1

2

∫ ∞

−∞
dt′

δx (t′)

δx (t)

(
∂2

t′ + ω2
)
x
(
t′
)
− 1

2

∫ ∞

−∞
dt′ x

(
t′
) (

∂2
t′ + ω2

) δx (t′)

δx (t)

= −1

2

(
∂2

t + ω2
)
x (t) − 1

2

∫ ∞

−∞
dt′ x

(
t′
) (

∂2
t′ + ω2

)
δ
(
t − t′

)Um das verbleibende Integral auszuwerten, integrieren wir wieder partiell und vernah-lässigen Randterme.
∫

dt′ x
(
t′
)
∂2

t′δ
(
t − t′

)
=

∫

dt′
(((((((((((
∂t′
(
x
(
t′
)
∂t′δ

(
t − t′

))
− ẋ

(
t′
)
∂t′δ

(
t − t′

)

=

∫

dt′
(((((((((((((
−∂t′

(
ẋ
(
t′
)
δ
(
t − t′

)))
+ ẍ

(
t′
)
δ
(
t − t′

)Das bedeutet insgesamt:
δA [x, j]

δx (t)
= −

(
∂2

t + ω2
)
x (t) − j (t)Hier betrahten wir wieder nur den ersten Term auf der rehten Seite:

(
∂2

t + ω2
)
x (t) = (((((((((

∂2
t + ω2

)
x0 (t) +

(
∂2

t + ω2
)
∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)

=

∫ ∞

−∞
dt′

[(
∂2

t + ω2
)
G
(
t − t′

)]

︸ ︷︷ ︸

=−δ(t−t′)

j
(
t′
)

= −j (t)
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womit insgesamt folgt
δA [x, j]

δx (t)
= 0.b)Zeige

Z [j] = Z [0] exp

[

− i

2

∫ ∞

−∞
dt

∫ ∞

−∞
dt′ j (t)G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
]mit

Z [j] =

∫

Dx eiA[x,j]und somit
Z [0] =

∫

Dx eiA[x,0] =

∫

Dx eiA[x] =

∫

Dx e
i
2

R

∞

−∞
dt (ẋ2−ω2x2).Wir betrahten nur den Exponenten:

A [x, j] =
1

2

∫ ∞

−∞
dt
[(

ẋ2 − ω2x2
)
− 2j (t)x (t)

]Wir setzen ein:
x (t) = x0 (t) +

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)

ẋ (t) = ẋ0 (t) + ∂t

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)

ẋ2 = ẋ2
0 +

(

∂t

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
)2

+ 2ẋ0∂t

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)

x2 = x2
0 +

(∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
)2

+ 2x0

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
.Damit folgt:

A [x, j] =
1

2

∫ ∞

−∞
dt

[

ẋ2
0 − ω2x2 +

(

∂t

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
)2

− ω2

(∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
)2

+2
(
ẋ0∂t − ω2x0

)
∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
− 2j (t)

[

x0 (t) +

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
] ]

.Für den Term (

∂t

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
)2
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benutzen wir wieder den gleihen Trik wie bei (1) bloÿ etwas komplizierter aufgeshrie-ben.
∫ ∞

−∞
dt

(

∂t

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
)2

=

∫ ∞

−∞
dt

(

∂t

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
)(

∂t

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
)

= 0 −
∫ ∞

−∞
dt

(∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
)

·
(

∂2
t

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
)

.Auÿerdem ist
∫ ∞

−∞
dt ẋ0∂t

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)

= 0 −
∫ ∞

−∞
dt x0∂

2
t

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
.Damit folgt:.

A [x, j] =
1

2

∫ ∞

−∞
dt

[

ẋ2
0 − ω2x2 +

(∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
)

·
∫ ∞

−∞
dt′
(
−∂2

t − ω2
)

G
(
t − t′

)

︸ ︷︷ ︸

δ(t−t′)

j
(
t′
)

+2x0

∫ ∞

−∞
dt′

(
−∂2

t − ω2
)
G
(
t − t′

)

︸ ︷︷ ︸

=δ(t−t′)

j
(
t′
)
− j (t)

[

x0 (t) +

∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
] ]

=
1

2

∫ ∞

−∞
dt

[

ẋ2
0 − ω2x2 +

����������������:1

j (t) ·
(∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
)

+
((((((((((((
2x0 (t) j (t) − 2x0 (t) j (t)

−���
1

2j (t))

(∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
)]

=
1

2

∫ ∞

−∞
dt ẋ2

0 − ω2x2 − 1

2

∫ ∞

−∞
dt

∫ ∞

−∞
dt′ j (t)G

(
t − t′

)
j
(
t′
)Und wieder eingesetzt:

Z [j] =

∫

Dx e
i
2

R

∞

−∞
dt (ẋ2−ω2x2)e−

i
2

R

∞

−∞
dt

R

∞

−∞
dt′ j(t)G(t−t′)j(t′)

= Z [0] e−
i
2

R

∞

−∞
dt

R

∞

−∞
dt′ j(t)G(t−t′)j(t′))Es ist zu zeigen:

G (t1 − t2) =
i

Z [0]

δ2Z [j]

δj (t1) δj (t2)

∣
∣
∣
∣
j=0

.
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Wir berehnen erst die eine Ableitung:
δZ [j]

δj (t1)
=

δ

δj (t1)
Z [0] exp

[

− i

2

∫ ∞

−∞
dt

∫ ∞

−∞
dt′ j (t)G

(
t − t′

)
j
(
t′
)
]

= Z [j]

(

− i

2

)(∫ ∞

−∞
dt

∫ ∞

−∞
dt′

δj (t)

δj (t1)
G
(
t − t′

)
j
(
t′
)

+

∫ ∞

−∞
dt

∫ ∞

−∞
dt′ j (t) G

(
t − t′

) δj (t′)

δj (t1)

)

= Z [j]

(

− i

2

)(∫ ∞

−∞
dt′ G

(
t1 − t′

)
j
(
t′
)

+

∫ ∞

−∞
dt j (t)G (t − t1)

)

[G (t) = G (−t)] = Z [j] (−i)

∫ ∞

−∞
dt j (t)G (t − t1)und dann die andere:

δ2Z [j]

δj (t1) δj (t2)
=

δZ [j]

δj (t2)

(

Z [j] (−i)

∫ ∞

−∞
dt j (t) G (t − t1)

)

= Z [j] (−i) (−i)

∫ ∞

−∞
dt j (t)G (t − t1)

∫ ∞

−∞
dt j (t) G (t − t2)

+Z [j] (−i) G (t1 − t2) .Setzte man nun j = 0 wird der erste Summand identish 0 und wir erhalten:
G (t1 − t2) =

i

Z [0]

δ2Z [j]

δj (t1) δj (t2)

∣
∣
∣
∣
j=0

.Es ist zu zeigen:
G (t1 − t2) == − i

Z [0]

∫

Dx x (t1)x (t2) eiA[x].

δ2Z [j]

δj (t1) δj (t2)
=

δ2

δj (t1) δj (t2)

∫

Dx eiA[x,j]

=
δ2

δj (t1) δj (t2)

∫

Dx eiA[x]−i
R

∞

−∞
dt′ j(t′)x(t′)

=
δ2

δj (t1)

∫

Dx eiA[x]−i
R

∞

−∞
dt′ j(t′)x(t′) (−ix (t1))

=

∫

Dx eiA[x]−i
R

∞

−∞
dt′ j(t′)x(t′) (−ix (t1)) (−ix (t2))

= −
∫

Dx eiA[x]−i
R

∞

−∞
dt′ j(t′)x(t′)ix (t1)x (t2)Setzt man wieder j = 0 folgt:

i

Z [0]

δ2Z [j]

δj (t1) δj (t2)

∣
∣
∣
∣
j=0

= −
∫

Dx eiA[x]ix (t1) x (t2)8



d)Betrahte
(
∂2

t + ω2
)
G (t) = −δ (t) ,was man für t′ = 0 erhält. Die Fourier-Transformierte der δ-Funktion ist bekanntlih kon-stant 1. Die Green'she Funktion G (t) mit ihrer Fourier-Transformierten G̃ (Ω) verknüpftdurh:

G̃ (Ω) =

∫

dt G (t) e−iΩt

G (t) =

∫
dΩ

2π
G̃ (t) eiΩt. (2)Wendet man auf (2) den Operator (∂2

t + ω2
) an, erhält man:

−δ (t) =
(
∂2

t + ω2
)
∫

dΩ

2π
G̃ (Ω) eiΩt =

∫
dΩ

2π

(
ω2 − Ω2

)
G̃ (Ω)

︸ ︷︷ ︸

!
=−1

eiΩtworaus folgt:
G̃ (ω) =

1

Ω2 − ω2
.Nun kann man die Green'she Funktion bestimmen mittels (2). Hierzu zerlegen wir erstden Integranden:

1

Ω2 − ω2
=

A

Ω − ω
+

B

Ω + ω

⇒ A = −B ⇒ A =
1

2ω

1

Ω2 − ω2
=

1

2ω

(
1

Ω + ω
− 1

Ω − ω

)

.Als integrierenden Faktor führen wir jeweils iε ein.
G (t) =

1

2ω

∫
dΩ

2π

(
eiΩt

Ω + ω − iε
− eiΩt

Ω − ω + iε

)Wir wenden den Residuensatz an, untersheiden implizit zwishen t > 0 und t < 0 underhalten:
G (t) =

i2π

2ω

1

2π

(
θ (t) e−iωt−εt + θ (−t) eiωt+εt

)
.Lässt man jetzt wieder ε → 0 laufen folgt:

G (t) =
i

2ω

(
θ (t) e−iωt + θ (−t) eiωt

)
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e)Zuletzt berehnen wir noh das Matrixelement:
〈0 |T [x̂ (t1) x̂ (t2)]| 0〉 (3)mit

T [x̂ (t1) x̂ (t2)] = θ (t1 − t2) x̂ (t1) x̂ (t2) + θ (t2 − t1) x̂ (t2)x (t1) .Zuerst drüken wir den Ortsoperator durh den Erzeugungs- und Vernihtungsoperatoraus. Mit ~ = m = 1 folgt:
x̂ (t) =

1√
2ω

(

â† (t) + â (t)
)Dies setzen wir (3) ein und erhalten:

〈0 |T [x̂ (t1) x̂ (t2)]| 0〉
= 〈0 |θ (t1 − t2) x̂ (t1) x̂ (t2) + θ (t2 − t1) x̂ (t2) x (t1)| 0〉

=
〈

0
∣
∣
∣θ (t1 − t2)

1

2ω

(

â† (t1) + â (t1)
)(

â† (t2) + â (t2)
)

+θ (t2 − t1)
1

2ω

(

â† (t1) + â (t1)
)(

â† (t2) + â (t2)
) ∣
∣
∣0
〉

=
〈

0
∣
∣
∣θ (t1 − t2)

1

2ω




�������

â† (t1) â† (t2) +������
â† (t1) â (t2) + â (t1) â† (t2)

︸ ︷︷ ︸

=eiω(t2−t1)

+������
â (t1) â (t2)






+θ (t2 − t1)
1

2ω




�������

â† (t1) â† (t2) +������
â† (t1) â (t2) + â (t1) â† (t2)

︸ ︷︷ ︸

=eiω(t1−t2)

+������
â (t1) â (t2)






∣
∣
∣0
〉

1

2ω

(

θ (t1 − t2) eiω(t2−t1) + θ (t2 − t1) eiω(t1−t2)
)Bis auf ein �i� gleiht dieses Ergebnis sehr dem von Aufgabenteil d) für t = t1 − t2.

10


