
Heiko Dumlich, Max Ho�mann 17. Juni 20078 Übungsblatt Theoretische Physik V8.1 (Quark-Modelle und magnetisches Moment)a)Zu zeigen ist, dass ein Protonzustand zwei u-Quarks und ein d-Quark enthält, währendein Neutronzustand zwei d-Quarks und ein u-Quark enthält. Wir betrachten hierzu dieLadung Q, welche für das Proton Qp = 1 und für das Neutron Qn = 0 beträgt. InAufgabe 10 haben wir die De�nition der Ladung betrachtet, wobei diese über
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 .Mit dem Erwartungswert:
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)Hieraus folgt:
Qu =

2

3

Qd = −1

3

Qs = −1

3Da Neutronen und Protonen nicht aus s-Quarks aufgebaut sind, bleibt nur die folgendeQuark-Kombination für deren Aufbau übrig:
Qp = 1 = 2Qu + Qd =
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Qn = 0 = Qu + 2Qd =
2

3
− 2

3anders kann die Ladung nicht erreicht werden. D.h. also ein Proton besteht aus p = uudund ein Neutron aus n = udd. 1



b)Es sind die Zustände |p↑〉 und |n↑〉 zu bestimmen.Wir betrachten hierzu, wobei {P} die Permutation sei:
|p↑〉 =

∑

{P}
P123|u↑ (1)〉

[

|u↑ (2)〉|d↓ (3)〉 − |d↑ (2)〉|u↓ (3)〉
]

= |u↑ (1)〉|u↑ (2)〉|d↓ (3)〉 − |u↑ (1)〉|d↑ (2)〉|u↓ (3)〉
+ |u↑ (2)〉|d↓ (3)〉|u↑ (1)〉 − |d↑ (2)〉|u↓ (3)〉|u↑ (1)〉
+ |d↓ (3)〉|u↑ (1)〉|u↑ (2)〉 − |u↓ (3)〉|u↑ (1)〉|d↑ (2)〉
+ |u↑ (2)〉|u↑ (1)〉|d↓ (3)〉 − |d↑ (2)〉|u↑ (1)〉|u↓ (3)〉
+ |u↑ (1)〉|d↓ (3)〉|u↑ (2)〉 − |u↑ (1)〉|u↓ (3)〉|d↑ (2)〉
+ |d↓ (3)〉|u↑ (2)〉|u↑ (1)〉 − |u↓ (3)〉|d↑ (2)〉|u↑ (1)〉
= |u↑u↑d↓〉 − |u↑d↑u↓〉 + |u↑d↓u↑〉 − |d↑u↓u↑〉
+ |d↓u↑u↑〉 − |u↓u↑d↑〉 + |u↑u↑d↓〉 − |d↑u↑u↓〉
+ |u↑d↓u↑〉 − |u↑u↓d↑〉 + |d↓u↑u↑〉 − |u↓d↑u↑〉
= 2|u↑u↑d↓〉 + 2|u↑d↓u↑〉 + 2|d↓u↑u↑〉
−

(

|u↑d↑u↓〉 + |d↑u↓u↑〉 + |u↓u↑d↑〉 + |d↑u↑u↓〉
)

−
(

|u↑u↓d↑〉 + |u↓d↑u↑〉
)

.Wir können den Zustand normieren, es ergibt sich somit:
|p↑〉 =

√
2
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|u↑u↑d↓ + u↑d↓u↑ + d↓u↑u↑
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u↑u↓d↑ + u↑d↑u↓ + u↓d↑u↑ + u↓u↑d↑ + d↑u↑u↓ + d↑u↓u↑
)

〉Der Neutronenzustand ist bis auf den Austausch eines u mit einem d Quark zumProtonenzustand äquivalent, wir rechnen dies wieder explizit nach:
|n↑〉 =

∑

{P}
P123|d↑ (1)〉

[

|u↑ (2)〉|d↓ (3)〉 − |d↑ (2)〉|u↓ (3)〉
]

= |d↑ (1)〉|u↑ (2)〉|d↓ (3)〉 − |d↑ (1)〉|d↑ (2)〉|u↓ (3)〉
+ |u↑ (2)〉|d↓ (3)〉|d↑ (1)〉 − |d↑ (2)〉|u↓ (3)〉|d↑ (1)〉
+ |d↓ (3)〉|d↑ (1)〉|u↑ (2)〉 − |u↓ (3)〉|d↑ (1)〉|d↑ (2)〉
+ |u↑ (2)〉|d↑ (1)〉|d↓ (3)〉 − |d↑ (2)〉|d↑ (1)〉|u↓ (3)〉
+ |d↑ (1)〉|d↓ (3)〉|u↑ (2)〉 − |d↑ (1)〉|u↓ (3)〉|d↑ (2)〉
+ |d↓ (3)〉|u↑ (2)〉|d↑ (1)〉 − |u↓ (3)〉|d↑ (2)〉|d↑ (1)〉2



= |d↑u↑d↓〉 − |d↑d↑u↓〉 + |u↑d↓d↑〉 − |d↑u↓d↑〉
+ |d↓d↑u↑〉 − |u↓d↑d↑〉 + |u↑d↑d↓〉 − |d↑d↑u↓〉
+ |d↑d↓u↑〉 − |d↑u↓d↑〉 + |d↓u↑d↑〉 − |u↓d↑d↑〉
= |d↑u↑d↓〉 + |u↑d↓d↑〉 + |d↓d↑u↑〉 + |u↑d↑d↓〉
+ |d↑d↓u↑〉 + |d↓u↑d↑〉
− 2

(

|d↑d↑u↓〉 + |d↑u↓d↑〉 + |u↓d↑d↑〉
)Wir können den Zustand normieren, es ergibt sich somit:
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〉Vergleich von |n↑〉 und |p↑〉 lässt erkennen, dass diese ähnlich aussehen, wobei manein jeweils ein u in ein d umtauschen muss, um von p zu n zu kommen und zudem dasVorzeichen von n negativ ist im Verhältnis zu p.c)Es ist das Verhältnis von µn

µp

zu berechnen, wobei:
Q × σ3|p↑〉 =

(

µp|p↑〉 + µ∗
p|∆∗+〉

)

Q × σ3|n↑〉 =
(

µn|n↑〉 + µ∗
n|∆∗+〉

)Hieraus folgt für das Verhältnis von µp zu µn:
µn

µp

=
〈n↑|Q × σ3|n↑〉
〈p↑|Q × σ3|p↑〉Es gilt allgemein:

〈ab|AB|ab〉 = 〈a|A|a〉〈b|B|b〉d.h. speziell für uns:
〈n↑|Q × σ3|n↑〉 = 〈n↑|Q|n↑〉 × 〈n↑|σ3|n↑〉mit

〈n↑|σ3|n↑〉 = 〈p↑|σ3|p↑〉folgt also 3
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beschleunigt die Rechnung.Wir berechnen also zuerst µp:

µp = 〈p↑|Q × σ3|p↑〉
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〉Für µn erhalten wir:
µn = 〈n↑|Q × σ3|n↑〉
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〉Somit folgt also für das Verhältnis: 4



µn

µp
=

〈n↑|Q × σ3|n↑〉
〈p↑|Q × σ3|p↑〉

=
10

11Jedoch sollte eigentlich folgendes Verhältnis folgen:
µn

µp
= −2

38.2 (Spin-1)Ein Vektorfeld A (x) transformiert wie
A

′

i (x) = RijAj

(

R−1
x

)

. (1)a)Wir benutzen die Matrix für eine Koordinatentransformation unter aktiver Drehung:
D (Rz (ϕ)) =






cos ϕ − sin ϕ 0
sinϕ cos ϕ 0

0 0 1




 .Dies mit (1) angewendet führt auf:
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cos ϕAx − sin ϕAy

sin ϕAx + cos ϕAy

Az











cos (ϕ) x + sin (ϕ) y
− sin (ϕ) x + cos (ϕ) y

z




 .b) Eine Rotation um die z-Achse um einen in�nitesimalen Winkel dϕ lautet bis zurersten Ordnung:

Rz (dϕ) =






1 −dϕ 0
dϕ 1 0
0 0 1




 .Die angewandt auf ein Vektorfeld liefert:

A

(

R−1
x

)

= A (x + dϕy, y − dϕ, z)

= A (x, y, z) + dϕy
∂A

∂x
− dϕx

∂A

∂yMit
L̂z = −i (x∂y − y∂x)5



führt der Grenzwert für endliche Winkel wie schon in Aufgabe 6 gezeigt:
Rz (ϕ) = e−iϕL̂z .c) Wendet man nun Rz gemäÿ (1) auf A an folgt:

A
′

=






Ax − dϕAy

Ay + dϕAx

Az




 (x + ydϕ, y − xdϕ, z)

= (1 + ydϕ∂x − xdϕ∂y)






1 −dϕ 0
dϕ 1 0
0 0 1




A (x, y, z)

=






1 + ydϕ∂x − xdϕ∂y −dϕ − y�
�dϕ2∂x + x�

�dϕ2∂y 0

dϕ + y�
�dϕ2∂x − x�
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=




1 +
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0 ydϕ∂x − xdϕ∂y 0
0 0 ydϕ∂x − xdϕ∂y
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A (x, y, z)

=
[

1− idϕ
(

L̂z + Ŝz

)]

A (x, y, z) .Das heiÿt, wir haben hier eine reduzible 3 × 3 Darstellung für den Spinoperator Ŝzgefunden. Analog �ndet man die Darstellungen für die anderen Achsen.
Rx (ϕ) =






1 0 0
0 cos ϕ − sin ϕ
0 sin ϕ cos ϕ




 ⇒ Ŝx =






0 0 0
0 0 −i
0 i 0






Ry (ϕ) =






cos ϕ 0 sin ϕ
0 1 0

− sin ϕ 0 cos ϕ




 ⇒ Ŝy =






0 0 i
0 0 0
−i 0 0




Wie man schnell sieht, ist dies eine Darstellung für einen Drehimpulsoperator, denn:
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]

=
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 = iŜz6



[

Ŝy, Ŝz

]

=






0 0 i
0 0 0
−i 0 0




 ·
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i 0 0
0 0 0




 −






0 −i 0
i 0 0
0 0 0
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0 0 i
0 0 0
−i 0 0






=






0 0 0
0 0 0
0 −1 0




 −






0 0 0
0 0 −1
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 =






0 0 0
0 0 1
0 −1 0




 = iŜx
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Ŝz, Ŝx

]

=






0 −i 0
i 0 0
0 0 0




 ·






0 0 0
0 0 −i
0 i 0




 −






0 0 0
0 0 −i
0 i 0




 ·






0 −i 0
i 0 0
0 0 0






=






0 0 −1
0 0 0
0 0 0




 −






0 0 0
0 0 0
−1 0 0




 =






0 0 −1
0 0 0
1 0 0




 = iŜy.Das bedeutet insgesamt:

[

Ŝi, Ŝj

]

= iεijkŜkJetzt noch schnell Ŝ
2 ausrechnen:

Ŝ
2 = Ŝ2

x + Ŝ2
y + Ŝ2

z

=
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0 0 0
0 0 −i
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 +






0 0 i
0 0 0
−i 0 0




 ·






0 0 i
0 0 0
−i 0 0




 +






0 −i 0
i 0 0
0 0 0




 ·






0 −i 0
i 0 0
0 0 0






=






0 0 0
0 1 0
0 0 1




 +






1 0 0
0 0 0
0 0 1




 +






1 0 0
0 1 0
0 0 0




 =






2 0 0
0 2 0
0 0 2




 = 2Ed) Der Operator Ŝ · ~∇ = Ŝx∂x + Ŝy∂y + Ŝz∂z lautet ausgeschrieben:

Ŝ · ~∇ =






0 −i∂y i∂z

i∂z 0 −i∂x

−i∂y i∂x 0




Angewandt auf ein beliebiges Vektorfeld A folgt:

(

Ŝ · ~∇
)

A =






0 −i∂y i∂z

i∂z 0 −i∂x

−i∂y i∂x 0




 ·






Ax

Ay

Az




7



= i






∂yAz − ∂zAy

∂zAx − ∂xAz

∂xAy − ∂yAx




 = i~∇× ABetrachtet man nun, noch, dass wir von atomaren Einheiten, wo c = 1 galt, kommen,sieht man, dass:

i∂tE =
(

Ŝ · ~∇
)

· B ⇔ tE − ~∇× B = 0

i∂tB = −
(

Ŝ · ~∇
)

·E ⇔ ~∇× E +
1

c
∂tB = 0.

8


