
Heiko Dumlich, Max Ho�mann 21. Mai 2007Quantenmechanik 2 Übung 4Aufgabe 6a) Die Dirac Gleichung lautet
(
i/∂ −m

)
ψ (x) = 0 (1)mit /∂ = γµ∂µ = γµ ∂

∂xµ . Der Spinor ψ (x)transformiert unter Lorentz-Transformation
Λ wie

ψ′ (x) = S (Λ)ψ
(

Λ−1x
) (2)setzte

x→ x′ = Λxfolgt daraus
ψ′

(
x′

)
= S (Λ)ψ (x)und Λ ist de�niert durch

(Λ)µν =
∂x′µ

∂xν
.Nun fordern wir relativistische Kovarianz indem wir setzen

(

i/∂
′
−m

)

ψ′
(
x′

)
= 0wobei /∂′ = γν∂′ν = γν ∂

∂x′ν = γν ∂xµ

∂x′ν
∂

∂xµ = γν
(

Λ−1
)µ

ν
∂µ. Wendet man S−1 (Λ) · an,erhält man

iS−1 (Λ) γν
(

Λ−1
)µ

ν
∂µS (Λ)ψ (x)−mψ (x) = 0. (3)Identi�ziert man (1) und (3) folgt

S−1 (Λ) γν
(

Λ−1
)µ

ν
∂µS (Λ)ψ (x) = γµ∂µψ (x) .Damit dies für alle ψ (x) im Hilbertraum der Spinoren gilt, muss auch

S−1 (Λ) γν
(

Λ−1
)µ

ν
∂µS (Λ) = γµgelten. S (Λ) ist eine konstante Matrix. Nun Sandwichen wir beide Seiten mit S (Λ)→←

S−1 (Λ) und erhalten
γν

(

Λ−1
)µ

ν
= S (Λ) γµS−1 (Λ)b) Die Matrizen γµ gehorchen Darstellung der Clifford Algebra, welche dadurchdefniert ist, dass

{γµ, γν} = 2gµν1,
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wobei { , } den Antikommutator bezeichnet. Zunächst wollen wir zeigen, dass
σαβ =

i

2
[γα, γβ ] (4)die Gleichung

[γµ, σαβ] = 2i
(

gµ
αγβ − g

µ
βγα

) (5)erfüllt. Wir beachten, dass gµ
α nur eine Zahl ist und gµ

α = δµα, das heiÿt, die Position derIndices hat hier keine Bedeutung, solange es sich um einen gemischten Tensor handelt.Wir setzen einfach ein und rechnen aus:
[γµ, σαβ ]

(4)
=

[

γµ,
i

2
[γα, γβ ]

]

=
i

2
[γµ, γαγβ − γβγα]

=
i

2
(γα [γµ, γβ ] + [γµ, γα] γβ − [γµ, γβ] γα − γβ [γµ, γα])

=
i

2
(γαγ

µγβ − γαγβγ
µ + γµγαγβ − γαγ

µγβ)

+
i

2
(−γµγβγα + γβγ

µγα − γβγ
µγα + γβγαγ

µ)

=
i

2
({γµ, γα} γβ + γβ {γα, γ

µ} − γα {γβ, γ
µ} − {γµ, γβ} γα)

=
i

2

(

2gµ
αγβ + γβ2g µ

α − γα2g µ
β − 2gµ

βγα

)

= 2i
(

gµ
αγβ − g

µ
βγα

)Wir schlieÿen damit, dass (4) eine sinnvolle De�nition ist. Nun wollen wir zeigen, dass(4) auch aus (2) folgt. Dazu ist es wichtig folgende Eigenschaft anzuwenden.
S (Λ) = 1−

i

4
σµνω

µν .

S (Λ) muss unitär sein und die Gruppeneigenschaft
S

(

Λ(1)Λ(2)
)

= S
(

Λ(1)
)

S
(

Λ(2)
)erfüllen. Sei Λ(1) eine beliebige Transformation und Λ(2) eine in�nitesimale, so gilt

S
(

Λ(1)
)

S
(

Λ(2)
)

= S
(

Λ(1)
) (

1−
i

4
σµνω

µν

)

.Daraus folgt:
dS

(

Λ(2)
)

dωαβ
= lim

ωαβ→0

S
(

Λ(1)
)

− S
(

Λ(1)
) (

1− i
4σµνω

µν
)

ωαβ

= −
i

4
σαβ. 2



Eine unitäre Lösung davon ist
Sendl. (Λ) = e−

i
4
σαβωαβ

.Daraus folgt
S−1endl. (Λ) = e

i
4
σαβωαβund damit

S−1 (Λ) = 1 +
i

4
σαβω

αβ .Mit der gleichen Überlegung, kann man schlieÿen, dass aus
Λµ

ν = gµ
ν + ωµ

νfolgt, dass
(

Λ−1
)µ

ν
= gµ

ν − ω
µ
ν = gµ

ν + ων
µ,da ω asymmetrisch ist. Nun setzen wir in (2) vom Aufgabenblatt ein:

(

1−
i

4
σαβω

αβ

)

γµ

(

1 +
i

4
σκλω

κλ

)

= (gµ
ν − ω

µ
ν) γ

ν .Berechnen wir zuerst die linke Seite:
(

1−
i

4
σαβω

αβ

)

γµ

(

1 +
i

4
σκλω

κλ

)

= γµ +
i

4

(

γµσκλω
κλ − σαβω

αβγµ
)

+
1

16
σαβω

αβγµσκλω
κλ

︸ ︷︷ ︸

∈O(ω2)→0

(κ→ α λ→ β) = γµ +
i

4
ωαβ [γµ, σαβ ]und nun zur rechten Seite

(gµ
ν − ω

µ
ν) γ

ν = γµ −
1

2
(ωµ

ν − ω
µ

ν ) γν

= γµ −
1

2

(

ωαβgα
µgβν − ω

αβgβ
µgαν

)

γν .Jetzt setzen wir beide Teile wieder zusammen und erhalten
γµ +

i

4
ωαβ [γµ, σαβ ] = γµ −

1

2

(

ωαβgα
µgβν − ω

αβgβ
µgαν

)

γνund nach Streichen und mit −4i/ωαβ multiplizieren folgt schlieÿlich
[γµ, σαβ ] = 2i

(

gα
µgβν − g

β
µgαν

)

γν

= 2i
(

gα
µγβ − g

β
µγα

)
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c) Es gilt für den Pauli-Lubenski-Vektor, mit P σ = i∂σ :
Wµ = −

1

2
εµνρσL

νρP σZu zeigen ist, dass aus (2)
Lµν =

1

2
σµν + i (xµ∂ν − xν∂µ)folgt.Entwickeln wir die durch Lµν erzeugte Transformation bis zu ersten Ordnung, erhaltenwir

ψ′ (x) =

(

1−
i

2
Lµνω

µν +O
(

ω2
))

ψ (x) (6)Wir nutzen das in b) gezeigte S (Λ) und erhalten auf der anderen Seite mit (
Λ−1

)κ

λ
=

gκ
λ − ω

κ
λ

ψ′ (x) = S (Λ)ψ
(

Λ−1x
)

=

(

1−
i

4
σµνω

µν

)

ψ
(

xκ − ωκ
λx

λ
)Die Funktion ψ (x) kann auch bis zur ersten Ordnung entwickeln, da ω in�nitesimal ist:

ψ
(

xκ − ωκ
λx

λ
)

= ψ (x)− ωκ
λx

λ∂κψ (x)

=
(

1− ωκ
λx

λ∂κ

)

ψ (x)Dies wird wieder eingesetzt. Unten benutzen wir nochmal den Trick ωα
β =

(

ωα
β − ω

α
β

)

/2

ψ′ (x) =

(

1−
i

4
σµνω

µν

) (

1− ωκ
λx

λ∂κ

)

ψ (x)

=







1−
i

4
σµνω

µν − ωκ
λx

λ∂κ +
i

4
σµν ω

µνωα
β

︸ ︷︷ ︸

∈O(ω2)

xβ∂α






ψ (x)

=

(

1−
i

4
σµνω

µν −
1

2
(ωκ

λ − ω
κ

λ )xλ∂κ

)

ψ (x)

=

(

1−
i

4
σµνω

µν −
1

2

(

g κ
µ gνλ − gµλg

κ
ν

)

ωµνxλ∂κ

)

ψ (x) . (7)Jetzt vergleichen wir (6) und (7) und erhalten
−
i

2
Lµνω

µν = −
i

4
σµνω

µν −
1

2

(

g κ
µ gνλ − gµλg

κ
ν

)

ωµνxλ∂κ
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Nun können wir ωµν streichen und erhalten, wenn wir die Summe über κ und λ ausführenund mit 2i multiplizieren
Lµν =

1

2
σµν − i (xν∂µ − xµ∂ν)

=
1

2
σµν + i (xµ∂ν − xν∂µ)Hieraus folgt dann:

Wµ = −
1

2
εµνρσL

νρP σ = −
1

2
εµνρσ

(
1

2
σνρ + i (xν∂ρ − xν∂ρ)

)

i∂σdies ist also äquivalent zu:
Wµ = −

1

4i
εµνρσσ

νρ∂σd) Um Eigenwerte von W 2 = WµW
µ zu bestimmen, suchen wir also Werte, die

(

i/∂ −m
)

W 2 = 0erfüllen.
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