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Quantenmechanik 2 Ubung 4

Aufgabe 6
a) Die Dirac Gleichung lautet

(i —m) ¥ (z) =0 (1)
mit @ = o, = %. Der Spinor v (z)transformiert unter LORENTZ-Transformation
A wie

W (x) = S (M) (A7) (2)

setzte
folgt daraus

und A ist definiert durch
o'

Voo oz

Nun fordern wir relativistische Kovarianz indem wir setzen

(ial - m) Y (2') =0

(A)"

wobei @ = 79, = 7”8:?,,, = 7”3;,’:% = 9" (A71)" 9,. Wendet man S~!(A)- an,
erhdlt man

iS7HA) 7 (A1) 98 () () = map () = 0. (3)
Identifiziert man (1) und (3) folgt

_ v A—1\H
STH) Y (A7) 9.5 (M) ¥ (2) = 10,0 ().
Damit dies fiir alle ¢ () im Hilbertraum der Spinoren gilt, muss auch
STHA) Y (AT 9,8 (A) ="

gelten. S (A) ist eine konstante Matrix. Nun Sandwichen wir beide Seiten mit S (A) —«
S~1(A) und erhalten

7 (A7) =S (a) s ()

b) Die Matrizen * gehorchen Darstellung der CLIFFORD Algebra, welche dadurch
defniert ist, dass

{7,114 /711} = 29uV17



wobei { , } den Antikommutator bezeichnet. Zunéchst wollen wir zeigen, dass

i

5 [ 5] (4)

Oap =

die Gleichung

", 8] = 2 (9278 = 9" 57 ) ©)
erfiillt. Wir beachten, dass g/, nur eine Zahl ist und g#, = d,4, das heikt, die Position der
Indices hat hier keine Bedeutung, solange es sich um einen gemischten Tensor handelt.
Wir setzen einfach ein und rechnen aus:

(4)

1
[’Yu7 Uaﬁ] = |:7#7 a
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i
=:§hﬂ%w—wm]

i
= §(va[v“,vﬂ]—%[v“,7a]vﬁ-—[7“,75]7a-—w¢[7“,7ab

i
= = (vaY"18 — Y2187 + VY8 — V¥ 78)

2
+§FWww+wW%—wW%+w%W)

7
1
= 5“%ﬂ%&%+ﬂﬁh@7@—w@hﬂv@—{Mﬂw}%)

]
= 5—(2g“avﬁ +78200" — ¥a295" — 26" 470
= 2i(¢"78 — ¢"57)

Wir schliefen damit, dass (4) eine sinnvolle Definition ist. Nun wollen wir zeigen, dass
(4) auch aus (2) folgt. Dazu ist es wichtig folgende Eigenschaft anzuwenden.

i
S(A)=1- ZJWWW'
S (A) muss unitér sein und die Gruppeneigenschaft

S (A(l)A(2)) S (A(l)) S (A(2))

erfiillen. Sei A eine beliebige Transformation und A®) eine infinitesimale, so gilt

S(AM) 8 (AD) =5 (A1) <1 = ia,ww> .

Daraus folgt:

S0 | S0) S0
dwes waé—>0 weh
S



Eine unitdre Losung davon ist
—ig,gw*B
Sendl. (A) = e7 1727
Daraus folgt

_ Lo B
Sendr, (1) = €17

und damit )
1
4

Mit der gleichen Uberlegung, kann man schliefen, dass aus

O'agwaﬁ.

STL(A) =1+
AMV = g“’/ + wu[/
folgt, dass
( A—l)“ . po_ v
V_gu_wu_gu+wu7
da w asymmetrisch ist. Nun setzen wir in (2) vom Aufgabenblatt ein:

) 7
(1 - Zo-aﬁw(:w) 7# (1 + Zo-li)\wld\) = (guu - wuu) IVV'

Berechnen wir zuerst die linke Seite:

(1 — Zaagw‘w) ~H (1 + Zamw’i)‘) = "+ 1 (’y“amw“)‘ — aaﬁwaﬁfy“)
1
+ _Uaﬁwaﬁfyuan)\wn)\
16
€0(w?)—0
)
(k—a A—=p) = "+ qWas V", 0ag]

und nun zur rechten Seite

1
(g% =) = =5 W —w,)”
1
= o= 5 (w995 — P9 g0) 1"

Jetzt setzen wir beide Teile wieder zusammen und erhalten
1

1
wan [ 0ap) =7 = 2 (0*%9% g8 — 0990 ) 7

i
7+ 2

und nach Streichen und mit —4i/w,3 multiplizieren folgt schlieklich

[V oap] = 2 (gaugﬁu - gﬁugau) e

= 2 (g%~ 9°u7a) -



c¢) Es gilt fiir den Pauli-Lubenski-Vektor, mit P? = i07:
_ 1 LVP P°
W, = _§6MVPU
Zu zeigen ist, dass aus (2)
1 .
L, = 30w + 1 (2,0, — ,0,)

folgt.
Entwickeln wir die durch L, erzeugte Transformation bis zu ersten Ordnung, erhalten
wir

V(0 = (1 5Lt +0 () ) 0 () )
Wir nutzen das in b) gezeigte S (A) und erhalten auf der anderen Seite mit (A™)", =
9"\ — Wy
V@) = S (Ae)
= <1 — iauwa”) (0 (m“ - w“/\x)‘)

Die Funktion v (x) kann auch bis zur ersten Ordnung entwickeln, da w infinitesimal ist:

Y (x“ - w’%\x)‘> = 1 (2) — "2 0 (2)
= (1 - w")\azA(‘)H) Y ()

Dies wird wieder eingesetzt. Unten benutzen wir nochmal den Trick w®; = (wo‘ﬁ — wﬁ") /2

1

7
= 1— Zaww’“’ — w’%\az’\(% + 1

o W W 2P0, | ¥ (2)
——
€0(w?)
= (1 — iaww’“’ — % (W — wy") x)‘8,€> Y ()

i Y AT
= (1= Jowe = 5 (950 - g0,") PO ) @) (D)

Jetzt vergleichen wir (6) und (7) und erhalten

i 1 1
_§ijwﬂl/ _ _ZJ“”wW -5 (QHKQVA _ gu)\gyn) wW:EA&{



Nun kénnen wir w*” streichen und erhalten, wenn wir die Sumime iiber £ und X ausfiihren
und mit 2¢ multiplizieren

1 .
L, = 50w 1 (20 0u — 2,0,)

1 .
= 50w +i(x,0, — x,0,)

Hieraus folgt dann:

W, = —%EWPUL”'”P" = —%ewm (%a”ﬁ +i(z¥0° — x”@p)) 107
dies ist also dquivalent zu:
W, = —4%6“1,,,00”’)80
d) Um Eigenwerte von W2 = W, WH# zu bestimmen, suchen wir also Werte, die
(id —m)W? =0

erfiillen.



