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hanik 2 Ü2Aufgabe 3a) Die Fourier Darstellung im k-Raum lauten:
ϕ̃ (k) =

∫

e−iknϕndn

π̃ (k) =

∫

e−iknπndnDazu gibt es paasend transformierte Kommutatoren
[ϕn, ϕn′ ] →

[
ϕ̃ (k) , ϕ̃

(
k′

)]

[πn, πn′ ] →
[
π̃ (k) , π̃

(
k′

)]

[ϕn, πn′ ] →
[

ϕ̃ (k) , π̃†
(
k′

)]Diese kann man mit Hilfe der alten Kommutatoren ausre
hnen:
[
ϕ̃ (k) , ϕ̃

(
k′

)]
=

[∫

e−iknϕndn,

∫

e−ik′n′

ϕn′dn′

]

=

∫

dn

∫

dn′ [ϕn, ϕn′ ]
︸ ︷︷ ︸

=0

e−ikn−ik′n′

= 0

[
π̃ (k) , π̃

(
k′

)]
=

[∫

e−knπndn,

∫

e−k′n′

πn′dn′

]

=

∫

dn

∫

dn′ [πn, πn′ ]
︸ ︷︷ ︸

=0

e−ikn−ik′n′

= 0und mit π̃† (k) = π̃ (−k) folgt
[

ϕ̃ (k) , π̃†
(
k′

)]

=

[∫

e−iknϕndn,

∫

eik′n′

πn′dn′

]

=

∫

dn

∫

dn′ [ϕn, πn′ ]
︸ ︷︷ ︸

=iδn,n′

e−ikn+ik′n′

= i

∫

dn e−in(k−k′)

= i2πδ
(
k − k′

)1



Die Randbedingungen werden in Teil 3 d) diskutiert.b) Der Hamiltonoperator im Impulsraum wird damit hübs
h diagonal. Der Hamilton-operator im Ortsraum lautet
H =

1

2

∞∑

n=−∞

[

π2
n + (ϕn − ϕn+1)

2 + m2ϕ2
n

]Der Impuls konvertiert kanonis
h
π2

n = πnπn → πkπ−k.Den mittleren Term müssen wir getrennt betra
hten:
(ϕn − ϕn+1)

2 = ϕnϕn + ϕn+1ϕn+1 − ϕn+1ϕn − ϕnϕn+1

ϕnϕn =

∫
dk

2π

∫
dk′

2π
eikne−ik′nϕ̃kϕ̃−k

=
1

4π2

∫

dk

∫

dk′ e−in(k−k′)ϕ̃kϕ̃−k

=
1

2π

∫

dk ϕ̃kϕ̃−k

ϕn+1ϕn+1 =

∫
dk

2π

∫
dk′

2π
eik(n+1)e−ik′(n+1)ϕ̃kϕ̃−k

=
1

4π2

∫

dk

∫

dk′ e−in(k−k′)e−i(k−k′)ϕ̃kϕ̃−k

=
1

2π

∫

dk e−i(k−k)ϕ̃kϕ̃−k

=
1

2π

∫

dk ϕ̃kϕ̃−k

ϕnϕn+1 =

∫
dk

2π

∫
dk′

2π
eikne−ik′(n+1)ϕ̃kϕ̃−k

=

∫
dk

2π

∫
dk′

2π
e−in(k′−k)e−ik′

ϕ̃kϕ̃−k

=
1

2π

∫

dk e−ikϕ̃kϕ̃−k

ϕn+1ϕn =

∫
dk

2π

∫
dk′

2π
eik(n+1)e−ik′nϕ̃kϕ̃−k

=

∫
dk

2π

∫
dk′

2π
e−in(k′−k)eikϕ̃kϕ̃−k

=
1

2π

∫

dk eikϕ̃kϕ̃−k2



Alles zusammengesetzt ergibt
(ϕn − ϕn+1)

2 =
1

2π

∫

dk ϕkϕ−k

(

2 −
(

e−ik + eik

))

=
1

2π

∫

dk ϕkϕ−k2 (1 − cos k) .Und als letztes no
h
m2ϕ2

n → m2

∫
dk

2π
ϕkϕ−k.Daraus folgt ein Hamiltonian im Impulsraum, der in der Tat diagonal ist

H =
1

2

∫
dk

2π
πkπ−k +

[
m2 + 2 (1 − cos k)

]

︸ ︷︷ ︸

=:ω2

k

ϕkϕ−k.

H =
1

2

∫
dk

2π
πkπ−k + ω2

kϕkϕ−kFür den Kontinuumslimes k → 0 folgt aus
ω2

k = m2 + 2 (1 − cos k)mit cos k ≈ 1 − k2/2 . . .

ωk =
√

m2 + k2
) Nun de�nieren wir uns wieder die Erzeugungs- und Verni
htungsoperatoren:
ak =

1√
4πωk

[ωkϕ̃ (k) + iπ̃ (k)]

ak
† =

1√
4πωk

[ωkϕ̃ (k) − iπ̃ (k)] .Die Kommutatoren dieser neuen Operatoren lauten, wenn man jeweils alle 4 Kommuta-toren bildet.
[

ak, a
†
k′

]

=
1

4π

[
ωkϕ̃ (k) + iπ̃ (k) , ωk′ϕ̃

(
k′

)
− iπ̃

(
k′

)]

=
1

4π
√

ωkωk′

{[
ωkϕ̃ (k) ,−iπ̃

(
k′

)]
+

[
iπ̃ (k) , ωk′ϕ̃

(
k′

)]}

=
−i2ωk

4π
√

ωkωk′

[
ϕ̃ (k) , π̃

(
k′

)]

︸ ︷︷ ︸

i2πδ(k−k′)

= δ
(
k − k′

)
.Na
h der selben Vorgehensweise, sieht man, dass
[

ak
†, ak

†
]

= 0

[ak, ak] = 0.3



Um die Fourierdarstellungen zu �nden, drü
ken wir ϕ und π zunä
hst dur
h a†
k
und akaus.

ϕ̃ (k) =

√
π

ωk

(

a†
k

+ ak

)

π̃ (k) = i
√

πωk

(

a†
k
− ak

)Damit erhält man bloÿ dur
h einsetzen:
ϕn =

∫
dk

2π
ϕ̃ (k) eikn

=

∫
dk

2π

√
π

ωk

(

a†
k

+ ak

)

eikn

=

∫
dk√
4πωk

(

e−ikna†
k

+ eiknak

)

πn =

∫
dk

2π
π̃ (k) eikn

= −i

∫
dk

2π

√
πωk

(

ak − ak
†
)

eikn

= −i

∫

dk

√
ωk

4π

(

eiknak − e−iknak
†
)Damit können wir jetzt au
h den Hamiltonian alleine dur
h a†

k
und ak ausdrü
ken.

H =
1

2

∫
dk

2π
πkπ−k + ω2

kϕkϕ−k

=
1

2

∫
dk

2π

[

−ωkπ
(

a†
k
− ak

)2
+ ω2

k

π

ωk

(

a†
k

+ ak

)2
]

=
1

2

∫
dk

2
ωk

[

−a†2
k

− a2
k + a†

k
ak + aka

†
k

+ a†2
k

+ a2
k + a†

k
ak + aka

†
k

]

=
1

2

∫

dk ωk

[

a†
k
ak + aka

†
k

]

=
1

2

∫

dk ωk

{

a†
k
, ak

}

H =
1

2

∫

dk ωk

{

a†
k
, ak

}d) Untersu
ht man mit diesem Hamiltonian den Grundzustand |0〉 ergibt si
h aber einWiderspru
h:
〈0 |H| 0〉 =

1

2

∫

dk ωk

〈

0
∣
∣
∣

{

a†
k
, ak

}∣
∣
∣ 0

〉

=
1

2

∫

dk ωk

〈

0
∣
∣
∣a

†
k
ak + akak

†
∣
∣
∣ 0

〉
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Der linke Term trägt hier aber ni
hts bei, denn
ak|0〉 = 0 und 〈0|a†

k
= 0und in sofern könnte man au
h s
hreiben

〈0 |H| 0〉 =
1

2

∫

dk ωk

〈

0
∣
∣
∣a

†
k
ak + akak

†
∣
∣
∣ 0

〉

=
1

2

∫

dk ωk

〈

0
∣
∣
∣akak

† − a†
k
ak

∣
∣
∣ 0

〉

=
1

2

∫

dk ωk

〈

0
∣
∣
∣

[

ak, ak
†
]∣
∣
∣ 0

〉

=
1

2

∫

dk ωk 〈0 |δ (k − k)| 0〉

=
1

2

∫

dk ωk 〈0 |δ (0)| 0〉 = ∞Die Randbedingungen müssten also so periodis
h gewählt werden, damit das Integralni
ht divergiert. Daher wählen wir periodis
he Randbedingungen und erhalten dadur
hnur diskrete Energeigenwerte. Der Hamiltonian muss so de�niert werden, alle Erzeuguns-operatoren vor allen Verni
htungoperatoren stehen. Diese Umordnung wird als normalordering bezei
hnet. Der divergierende Term wird als Energie des Vakuums interpretiert.e) Gesu
ht ist die Fourierdarstellung von ϕ̇n (t). Dazu betra
hten wir die HeisenbergGlei
hung
i
d

dt
A = [A,H] + i

∂

∂t
AFür den Fall, das ϕ ni
ht explizit von der Zeit abhängt, folgt:

ϕ̇ = i [H,ϕ] .Damit können wir nun au
h ϕ̇nausre
hnen. Wir setzen jeweils die Fourierdarstellungen
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im k-Raum ein.
ϕ̇n = i

[(∫

dk ωka
†
k
ak

)

,

(∫
dk′

√
4πωk′

(

ak′eik′n + ak′
†e−ik′n

))]

= i

∫ ∫

dk dk′ ωk√
4πωk′

[

a†
k
ak, ak′eik′n + ak′

†e−ik′n

]

= i

∫ ∫

dk dk′ ωk√
4πωk′

([

a†
k
, ak′eik′n

]

ak + a†
k

[

ak, ak′
†e−ik′n

])

= i

∫ ∫

dk dk′ ωk√
4πωk′

(

a†
k
ak′eik′nak − ak′eik′na†

k
ak + a†

k
akak′

†e−ik′n − a†
k
ak′

†e−ik′nak

)

= i

∫ ∫

dk dk′ ωk√
4πωk′

(

a†
k
ak′ake

ik′n − ak′a†
k
ake

ik′n + a†
k
akak′

†e−ik′n − a†
k
ak′

†ake
−ik′n

)

= i

∫ ∫

dk dk′ ωk√
4πωk′







[

ak
†, ak′

]

︸ ︷︷ ︸

=−δ(k−k′)

ake
ik′n + ak

†
[

ak, ak′
†
]

︸ ︷︷ ︸

=δ(k−k′)

e−ik′n







= i

∫

dk

√
ωk

4π

(

−ake
ikn + a†

k
e−ikn

)

= πn
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