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Aufgabe 13: Matematische Voraussetzung zum Pfadintegral: das Gauß-Integral

(a) Zeigen Sie, dass ∫ ∞
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,

wobei Re a > 0.

Hinweis: Betrachten Sie das Quadrat des obigen Integrals und benutzen Sie Polarko-
ordinaten.

(b) Zeigen Sie, dass ∫ ∞
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,

wobei Re a > 0 und b ∈ C.

(c) Beweisen Sie durch Konturintegration, dass∫ ∞
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(d) Zeigen Sie, dass∫ ∞
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(
N∏

i=1

dxi

)
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xiAijxj + bixi

)
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,

wobei A = (Aij) eine N ×N reell symmetrische Matrix ist und die Eigenwerte λi der
Matrix A die Ungleichung Re λi > 0 erfüllen.

(e) Zeigen Sie, dass∫ N∏
i=1

(dzidz∗i ) exp (−z∗i Cijzj + ζ∗i zi + z∗i ζi) =
πN

det C
exp

[
ζ∗i (C−1)ijζj

]
,

wobei zi, ζi ∈ C und C eine hermitische Matrix ist.
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Aufgabe 14: Greensche Funktion eines harmonischen Oszillators: Einführung in
das Pfadintegral
Betrachten Sie das Funktional

Z[j] =
∫
Dx eiA[x,j],

wobei A[x, j] = A[x]−
∫∞
−∞ dtj(t)x(t) ist und

A[x] =
1
2

∫ ∞

−∞
dt(ẋ2 − ω2x2)

die klassische Wirkung für einen harmonischen Oszillator der Masse m = 1 ist. Das Integral
Z[j] bezeichnet das sogenannte Pfadintegral. Im Rahmen des gegenwärtigen Beispiels, wird
es als eine Verallgemeinerung des Gauß-Integrals der Aufgabe 13-(d) definiert, in dem Sinn
dass man xi durch x(t) ersetzt. Also spielt die Zeit t die Rolle eines kontinuierlichen Indexes.



(a) Zeigen Sie, dass

x(t) = x0(t) +
∫ ∞

−∞
dt′G(t− t′)j(t′)

ein stationärer Punkt von A[x, j] ist, wobei (∂2
t + ω2)G(t − t′) = −δ(t − t′) und

d2x0/dt2 = −ω2x0.

(b) Zeigen Sie, dass

Z[j] = Z[0] exp
[
− i

2

∫ ∞

−∞
dt

∫ ∞

−∞
dt′j(t)G(t− t′)j(t′)

]
.

(c) Zeigen Sie, dass

G(t1 − t2) =
i

Z[0]
δ2Z[j]

δj(t1)δj(t2)

∣∣∣∣
j=0

= − i

Z[0]

∫
Dx x(t1)x(t2) eiA[x].

Hinweis: Für Funktionalableitungen gilt δx(t)/δx(t′) = δ(t − t′). Das ist eine Verall-
gemeinerung der Regel ∂xi/∂xj = δij .

(d) Bestimmen Sie G(t).

(e) Berechnen Sie 〈0|T [x̂(t1)x̂(t2)]|0〉, wobei T [x̂(t1)x̂(t2)] ≡ θ(t1 − t2)x̂(t1)x̂(t2) + θ(t2 −
t1)x̂(t2)x̂(t1). Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem aus der Teilaufgabe (d).
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