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Aufgabe 6: Lorentz-Transformationen und Spinoren
Unter eine Lorentz-Transformation Λ transformiert sich ein Spinor wie:

ψ′(x) = S(Λ)ψ(Λ−1x), (1)

wobei S(Λ) eine 4× 4 Matrix ist, die noch bestimmt werden muss (s.u.).

(a) Beweisen Sie durch das Verlangen von relativistische Kovarianz der Dirac-Gleichung,
dass

S(Λ)γµS−1(Λ) = (Λ−1)µ
νγ

ν (2)

folgt.

(b) Betrachten Sie die infinitesimale Lorentz-Transformation mit Matrixelemente Λµ
ν =

gµ
ν +ωµ

ν , wobei ωµν infinitesimal und antisymmetrisch ist. Der entsprechende infini-
tesimale Ausdruck von S(Λ) läßt sich als

S(Λ) = I − i

4
σµνω

µν

schreiben, wobei die Matrizen σµν antisymmetrische sind. Benutzen Sie Gl. (2), um
den Kommutator

[γµ, σαβ ] = 2i(gµ
αγβ − gµ

βγα) (3)

herzuleiten. Zeigen Sie zunächst, dass die Matrizen

σαβ =
i

2
[γα, γβ]

Gl. (3) erfüllen.

(c) Wir betrachten nun den sogenannten Pauli-Lubenski-Vektor

Wµ = −1
2
εµνρσL

νρP σ,

wobei P σ = i∂σ. Zeigen Sie, dass aus Gl. (1)

Lµν =
1
2
σµν + i(xµ∂ν − xν∂µ)

folgt. Man schließt daraus, dass

Wµ = − 1
4i
εµνρσσ

νρ∂σ.

(d) Bestimmen Sie die Eingenwerte von W 2 = WµW
µ. Benutzen Sie die Dirac-Gleichung

und Teilaufgabe (c), um zu zeigen, dass die Dirac-Gleichung tatsächlich ein Spin-1/2
Teilchen beschreibt.
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