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Aufgabe 5: Lorentz-Gruppe
Die Basisgeneratoren Lαβ der Lorentz-Gruppe sind im Minkowski-Raum durch die Darstel-
lungsmatrizen (

Lαβ
)µ

ν
= i

(
gαµ gβ

ν − gβµ gα
ν

)
gegeben.

(a) Beweisen Sie die Symmetrieeigenschaften(
Lαβ

)µ

ν
+

(
Lαβ

) µ

ν
= 0 ,(

Lαβ
)µ

ν
+

(
Lβα

)µ

ν
= 0 ,

und berechnen Sie den Kommutator der Basisgeneratoren:[
Lαβ , Lγδ

]
= i

(
gαδ Lβγ + gβγ Lαδ − gαγ Lβδ − gβδ Lαγ

)
.

(b) Die Basisgeneratoren Lαβ lassen sich in zwei Klassen einteilen:

Mk = L0k ,

Lk =
1
2

εklm Llm ,

wobei die lateinischen Indizes die Werte 1,2,3 annehmen und die obigen griechischen
Indizes die Werte 0,1,2,3 durchlaufen. Zeigen Sie, dass

[Li, Lj ] = iεijkLk, [Li,Mj ] = iεijkMk, [Mi,Mj ] = −iεijkLk.

(c) Sei S ein Inertialsystem. Seien S1 und S2 die Bezugssystemen von einem Beschleunig-
ten System zu den entsprechden Zeitpunkte t1 und t2 = t1 +∆t. Wir nehmen an, dass
zu diesen Zeitpunkten die beschleunigten Systeme S1 und S2 die Geschwindigkeiten
v und v + ∆v haben. Die sogennante Thomas-Präzession entspricht einer Lorentz-
Transformation von S1 nach S2, die sich durch zwei aufeinanderfolgende Lorentz-
Transformationen darstellen läßt, nämlich, eine Transformation von S1 nach S gefolgt
von einer von S nach S2. Beweisen Sie, dass diese Lorentz-Transformation von S1

nach S2 als ein Produkt zwischen einer Boost-Transformation und einer Rotation
dargestellt werden kann.

Anleitung: Eine Boost-Transformation läßt sich als Λ(e, ζ) = exp[−iζ(M · e)] aus-
drücken, wobei e = v/v ein Einheitsvektor ist und tanh ζ = v/c. Betrachten Sie den
Boost Λ(e + ∆e, ζ + ∆ζ) in Zusammenhang mit der Variation v + ∆v und benutzen
Sie die Baker-Campbel-Hausdorff-Formel eAeB = eA+B+[A,B]/2.
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