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7.1 (Kohdrente Zustdnde)

Wir betrachten den harmonischen Oszillator. Fiir dessen Hamiltonoperator gilt:
N At 1
H=hv|ada+ 5]

mit dem Vernichtungs- und Erzeugungsoperator:

. mw [ . ip A mw [ . P
= /== P bew. at =22 (- 2
¢ 2h <x+mw> e 2h (m mw)’

die die Vertauschungsrelation [&,&T] = 1 erfiillen. Die Eigenzustdnde von H werden
mit [n), n = 0,1,2,... bezeichnet und sind orthonormiert,(n|m) = 6, . Ausserdem gilt:

al0) =0, aln) = /nln — 1) fiir n>0, a'|ln) = vVn+ 1jn+ 1).

Fiir jede Zahl A € C kann man einen sogenannten kohdrenten Zustand definieren durch

oo

1 A"
o = e (g W) 3 i)

a)
Es ist zu zeigen, dass |¢)) ein Eigenzustand des Operators a ist und dessen Eigenwert
zu bestimmen. Wir wenden also den Operator an:

X . 1 A
alpa) = aexp <—§ |>\|2> > ﬁln%
n=0 :

da die Exponentialfunktion fiir ein bestimmtes A, welches eine Zahl ist eine Konstante
liefert, konnen wir den Operator a an diesem vorbeiziehen. Da nun auch die Summe
> % nur eine Zahl liefert, diirfen wir den Operator auch hieran vorbeiziehen, somit

folgt:
1 o n
A~ - - 2 A
(1|(,D)\> = exXp < 2 |)‘| ) 3:0 ma|n>7

Wir kennen jedoch a|n) = /n|n — 1), somit folgt also:



1 o0 )\TL
a = —Z NP — -1
alex) = exp ( 5 Al > n§:o m\/ﬁln ),
wir konnen nun n = n + 1 setzen und erhalten:

ilon) = e (3 ) 3 ST,

n——l

Da der erste Wert n = —1 eine 0 liefert, konnen wir bei 0 starten und nutzen, dass
(n+1)! = (n+1)n! gilt, somit folgt:

alen) =ex |A|2) > eV i

nun kénnen wir ein A vorziehen und den Faktor v/n + 1 aus Zahler und Nenner kiirzen,
dies liefert:

R Lo
dlw) = rexp (- ) > Sl
Nun sehen wir jedoch, mit Hilfe der Definition von |p)) :

alpr) = Mea),

Somit ist also |py) Eigenzustand des Operators @ und fiir den Eigenwert finden wir A.

b)

Es ist zu zeigen, dass (px|@a) = 1 und (py, |@r,) = exp <—% A1 — Xof* +iS ()\’1‘)\2))
Zuerst zeigen wir, dass (py|pa) = 1, gilt, wir rechnen also das Skalarprodukt explizit
aus:

(ealen = e (~3 7) 2 exp (<3 1) S

n=0
dies liefert:

)\*TLATL

(ealen) = S talexp (~NE) 2.

n=0

Wir koénnen da wir nur Zahlen zwischen Bra und Ket haben, diese rausziehen und
(n|n) = dnn = 1 nutzen, dies liefert:

(eala) = Zexp( ap) A




Nun nutzen wir die Definition der Exponentialfunktion >-°° ; £+ = exp (z) , auf unseren
Fall angewendet, folgt:

(ealer) = exp (= AP ) exp (1AP) .

Somit folgt also das zu zeigende:

(ealpr) = 1.
Betrachten wir nun den Fall, dass wir zwei verschiedene Zahlen haben, also A1 und Ao,
dann folgt explizit:

[e.e]

_ L) A (L)
(onlen) = S olexp (g uP?) Tew (g hal?) o

wir konnen wieder umschreiben:

(onlons) = gwexp (=5 [P - 1nap] ) S22,

Wir kénnen wieder ausnutzen, dass (n|n) = d,,, = 1, somit folgt:

o0
1 2 21 (M\iA2)"
(enlon) = 2o (5 [t -] ) G2
Die Reihe liefert wieder die Exponentialfunktion:
1 2 2 .
(onlen) = exp (=5 [InF = 3aF] ) exp O2a).
Nun kann man hierfiir auch schreiben:
1 * * *
(o len) = exp (=5 DT = 2o = 21ha]).

wir addieren eine 0 = A\ A5 — A\ A3, mit [\ — )\2|2 = (ALA] — ALAS — XA — A2)\3),
folgt:

1 * *
{(@arler,) = exp <—§ [IAl — Xl AN — AlAzD ,
es folgt aber —% (AMA; — A Ag) = % (AfA2 — A1 A\5), wir kénnen hierbei A\; = a + bi und

A2 = c+di schreiben und erhalten 1 (A\fA2 — A1A3) = 3 {ac + bd + i (ad — be) — [ac + bd — i (ad — be)]} =
$2i (ad — be) =i (ad — be) , dies entspricht aber gerade i (AfA2), somit folgt also:

1 ) .
(@ ]0ny) = exp <—§ AL — Ao|® +iS ()\1)\2)> ,

das gesuchte Ergebnis.



c)

Es sind die Operatoren &, p22und p? durch die Operatoren @ und a' auszudriicken. Es
gilt also fiir die Operatoren:

~ mw [ . P A mw [ . P
=,/ — -4 d R B _
¢ V' 2h (m * mw) e a 2h <$ mw)

Somit folgt also fiir die Operatoren:

a+aT=,/7;—;"(2sz),

dies konnen wir umformen und wir erhalten:

&= i(&JﬁT).

2mw

Der Impulsoperator berechnet sich mit:

i mw [ —2ip
V2 \nmw )

Dies konnen wir umformen zu:

p:i(fﬁ—a) @

Wir kénnen nun den Orts- und Impulsoperator quadrieren und erhalten:

h hw
= (@ vadl +a?+afa) = - (0 —afa+a? —aal) T
2mw 2
Wir nutzen die Kommutatorbeziehung aus [&,&T] = 1 = aa' — a'a, hieraus ergibt

sich aa’ = a'a + 1. Dies kénnen wir in die beiden quadrierten Operatoren einsetzen und
erhalten:

h hew
@2——<a2+2afa+1+af2) p2:mT(

— —&T2+2eﬁa+1—a2).
2mw

Wir kénnen jetzt die Erwartungswerte berechnen, wobei wir mit dem Ortsoperator

beginnen:
(@) = (ealZlon) =1/ N (eal <<A1T +&) lox)
2mw ’

da wir den Eigenwert von a|py) = A bereits in a) bestimmt haben und die duale
Korrespondenz mit {py|a’ = (@x|\* nutzen konnen, ergibt sich:



(@) = 5o OF 4 3) (alion),

mit (pxler) =1, wie in b) gezeigt, somit folgt:
| h 2h
By =\ —— (A "+ X)) =/ — .
() 2mw L—f—l mng ()
2R(N)
Nun folgt (p) :
R . [mhw R . . mhw
(p) =i/ ——(pal (aT - a) loa) =iy —— (A" — A) = V2hmwS (N) .
V2 V 2o &Y
—i2S(\)

Kommen wir zu ((A#)?), mit Az = & — (). Dafiir kénnen wir ((Az)?) = (22 —22(&) +
(2)2) schreiben, und nun die Operatoren und Erwartungswerte einsetzen, die wir bereits
oben bestimmt haben:

(A2)*) = P2 — 22(2) + (2)%[pr)

Fahren wir fort mit dem Erwartungswert ((Ap)?), welcher relativ analog zu ((AZ)?)
berechnet werden kann:

(AP)%) = (oal® — 25(D) + (B)?| )



mhw . ot a .
= —— (@l (_aT2 +2aTa+1— 02) loa)

2
- ®°
hw
_ _m2 (X2 420N + 1 - 2%
+ @ (A2 = 20"\ + )
_ mhw
= 5
Der Erwartungswert ist also:
R mhw
(A = 2.

Das Produkt der beiden letzten Ergebnisse (der Orts- und Impulsunschérfe zum Qua-
drat) liefert:

)2 N2\ h_2
{(A2)")((Ap)7) = -

die (quadrierte) Heisenbergsche Unschérferelation.
d)
Es ist zu zeigen, dass die Zeitabhingigkeit eines kohdrenten Zustandes durch:

o2 (6) = exp (5t o)

mit A (t) = Aexp (—iwt) gegeben ist. Hierzu wenden wir den Zeitentwicklungsoperator
auf den kohérenten Zustand an:

or (6) = U ost) o) = exp (~ 1) o),

da H zeitunabhéngig ist, erhalten wir obige Form und mit H = hw (de + %) kénnen
wir:

AV
o2 0) = exp (=i (ala+ 5 ) ) o).
schreiben. Explizites Aufschreiben des kohdrenten Zustandes:
i 1 o A"
loa (1)) = exp <—§wt> exp <—z’wt (d%)) exp (—5 \)\]2> nz_;) ﬁ]m,

und die Reihendarstellung der Exponentialfunktion der Operatoren fiihrt auf:



o (t)) = exp <—%wt> exp <—% !A!2> Z \/__“:ni (d*d)m In).

n,m=0

Es folgt jedoch (a'a) |n) = (a') y/njn — 1) = n|n), und dieses wird m-mal ausgefiihrt,

womit wir:

or (0 = o (gt o (3 ) 3 2L Gy,

n,m=0

erhalten. Dieses n" ziehen wir in den Term (—iwt)™
i 1,9\ o= A (—niwt)™
lox (t)) = exp <—§wt> exp (—5 BY > Z WM)
n,m=0
Das Ubergehen in die Exponentialschreibweise > o (_":;J!t)m
und Ausnutzen, dass A (t) = Aexp (—iwt) gilt, fithrt uns auf:

jor () = o0 (gt o0 (3 ) 322D )

n=0

= exp (—m’wt) = [eXP (_th)]n

Der Betragsquadratterm wird durch den Exponentialterm nicht veriindert (|exp (—iwt)|* =
1), daher kénnen wir das [A|? in |A (£)|* umschreiben. Nun sehen wir jedoch, dass der hin-
tere Teil gerade |<p)\(t)> ist und somit folgt das zu Zeigende:

o2 (6) = exp (~5t) o

e)
Es sind die zeitabhéngigen Erwartungswerte zu bestimmen, wobei wir nutzen kénnen, was

wir in a) gezeigt haben a|py) = Alpy), somit folgt aloaiy) = A (t) [oaw)) = Aexp (—iwt) [oxw))-
(Zur Sicherheit haben wir das natiirlich auch nochmal von Hand verifiziert, aber wir wol-
len ja nicht unnétig Tinte verbrauchen). Wir bestimmen nun also die Erwartungswerte:

(E(0) = o2 (0Ll (0) = o oacolexp ( 5t ) (a7 + @) exp (=St o)

Die Anwendung der Operatoren liefert:

N h « . .
(& (1)) = 1 a0 X" exp (i) + Aexp (—iwt) [orco).

Jetzt konnen wir noch die oben (fiir nichtzeitabhéngige \) gezeigte Beziehung (o) [oa)) =
1 aus b) nutzen und erhalten:



(@ () =1/ 2777201 (exp (iwt) A* + Aexp (—iwt)) .

Das gleiche tun wir nun fiir den zeitabhingigen Impulsoperatorerwartungswert:

. . [mhw i U i
(0 = iy 5= oo (ot ) (af = ) exp (5ot ) loac),

Durch Anwendung der Operatoren und Ausfithren des Skalarproduktes erhalten wir
somit:
hw
(B (t)) =i/ m2 (exp (iwt) \* — Aexp (—iwt)).
f)

Kommen wir zur letzten Teilaufgabe, bei dieser bestimmen wir ((Az (¢))%) und ((Ap (£))?).
Wir erhalten also:

X i . i
(88 () = (ool ex (5ot ) (A0 exp (~ 3t ) lon)
Nun kénnen wir mit (Az)? = #2 — 24(&) + (2)? umschreiben zu:

((Az (t))2> = (@A(t)|j2|<ﬁ>\(t)> - <90)\(t)|§3|90)\(t)>27

wobei wir ausgenutzt haben, dass der Erwartungswert von —22(2) + ()2 uns —2(%)?+
(#)? = —(2)? liefert (s. auch dquivalent fiir nicht zeitabhiingigen Fall). Wir kénnen nun
noch den Rest berechnen:

. h . Ao R
((AZ (t))2> = %<¢A(t)’ (a2 +2aTa+1+ aﬁ) 20V
o (exp (iwt) \* + Nexp (—iwt))?
= % (A% exp (—2iwt) + 2X*A + 1 + X2 exp (2iwt))
= 5 (exp (2iwt) A*? + 2X\*X + A exp (—2iwt))
_h
 2mw’

Aquivalent zum zeitunabhiingigen Fall. Es folgt fiir den zweiten zu bestimmenden
Operator:



(t))? rechnen:

<ﬁ(t)> = 4 /thTw (eiwt)\*_e—iwt)\)

<]§ (t)>2 - _ FLT;],U.) (eith)\*Q + )\2€—i2wt _ 2)\)\*)

_ hn;w <2 A2 — 2t \52 _ e—i2wt>\2) ‘

da wir fiir <(Aﬁ (t))2>

Il
RS
3>
—~
~
~—

[N}
~_—
|
—~
3>

Daraus folgt

Und

(@) = (oAb (@)’ len)

hmw . 2
=~ el (@ - a) few)
h
= —%@0)\]5{2 —&ta—aal + &2’()0)\>
h
=~ (et - 20ta — 1+ a%lea)
= _thTw <_2 |)\|2 + el2wt \*2 + ei2wiN2 1)
was zusammen ergibt:
h . . . .
<(Aﬁ (t))2> = % <2 |)\|2 _ ezth)\*2 _ e—z2wt)\2 -9 |)\|2 + ez2wt)\*2 + e—z2wt)\2 + 1)
 hmw
2

Wir sehen somit, dass die (quadrierte) Heisenbergsche Unschérferelation zeitunabhén-
gig ist:



