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3.1 (Potentialtopf)
Wir betrachten den eindimensionalen Potentialtopf (Vg > 0) mit:
V() = {—Vo bei |z| < a

0 sonst

Vi(x)

|

|

|

|

|

|
I, o, I

a)+b)

Es sind die gebundenen, normierten Energieeigenfunktionen zu bestimmen. Das bedeu-
tet, wir konnen davon ausgehen, dass E < —Vj, das heisst aber auch, da —V, < 0, dass
E <0= E = —|E| <0 ist. Wir betrachten zuerst die drei Bereiche, wobei fiir die Wel-
lenfunktionen folgt (in I entfillt der e™**-Term, da die Wellenfunktion im Unendlichen
verschwinden muss, daher verschwindet auch der **-Term in I11):

er(x) = Ae™,
err(x) = C eF* 4 D ek,
errr(x) = Ee™™,

wobei die Schrodingergleichung gegeben ist mit:

R d?
—%@90(33) +V(z)p(z) =Ep(z).
Somit folgen die SGs:
d? 2m
T2 P (z) + o (Vo = [E]) 11 () = 0,
d? 2mE
2 PLI (z) + a2 PLII () = 0,



wir definieren zudem die Konstanten x = zﬂh@ und k = %”21 (Vo — |E|). Nun

benutzen wir die Randbedingungen, dass wir am Rand einen stetigen Ubergang der Wel-
lenfunktionen haben und zudem auch die ersten Ableitungen iiberall stetig und endlich
sind:

or(—a)=wpir(=a) ¢ (a) =¢r(a)
o1 (—a) =g (—a) ¢ (a) = ¢ (a)

Wir erhalten somit die vier Gleichungen mit vier zu bestimmenden Koeffizienten:

Aere — Qe ke peike

E e—ra C ke 4 peika,
Kk Ae " ik C e ™% — ik D e,
—kEe " = jkCe* — ik De e,

Nun koénnen wir noch die Symmetrie ausnutzen, wobei wir fiir die gerade Paritédt finden:

A=FE=aundC =D =7,

aus:

(A+E) —Ka (C—{—D) e—ika+(C+D) eika
—Ka — ik (C+ D) e=*@ — ik (C + D) e,

somit folgt:

ae F — ~y <e—ika + eika) ,
P — Zk")/ (e—ika _ eika) ,
wobei nun Teilen der zweiten durch die erste Gleichung:

ik (e—ika _ eika)
(e—ika + eika) ’

R =

liefert. Mit der eulerschen Identitét (eix = cosx + ¢sin a;) koénnen wir umformen zu:

. ik (=21 sin (ka))
2cos (ka)

umstellen fiithrt zu:

k = ktan (ka) . (1)



Fir o kénnen wir aus umstellen:

—Ka

e
g 2 k Ka =" = _—
a =2y cos (ka) e v=og cos (ka)’
erhalten. Somit folgt fiir die Wellenfunktion:
er* —a>x

s (r) = mcos(k‘:n) —a<z<a

—RIT

(& T >a

wobei (e 4 eh7) = 2 cos (kx) benutzt wurde.
Mit Hilfe der Normierung kénnen wir o und « bestimmen, es folgt:

| @i @p -1

—o0
Wir miissen das Integral in drei Teile Spalten, da fiir die verschiedenen Gebiete ver-
schiedene Wellenfunktionen gelten:

/ d |por ()] + / dz |po.11 (@) + / iz |psint (@) = 1.

Die Berechnung ergibt:

—a a
a2/ dx 62’“—1-0(2/ dx
— 0o —a
—2Kka

1 e @
2 2z |— 2 -2
o' <2He REIZS 4+ cos? (ka) / dx cos” (kz) — 256 |00

1 —2/4(1
2 ( - —2na = 1
« (2/{6 C082 o) / dx cos? (kx) + > ,
1
2

—RKa

e
cos (ka)

cos (kx)

e () G i,

o2 16_2““—# e~ 2ra sm ka ) cos (ka)
K cos? (ka)

e )

Mit dem Integral:

dz cos® (kx) = / dz (1 - sin? (kx)) = 2a + 25in (k;a])ccos (ka) _ dz cos? (kx),
= dz cos® (kx) = a+ = (k;a)kcos (ka)

—a



Somit folgt also fiir die Koeffizienten ohne Trigonometrische Funktionen mit der Ver-
einfachung;:

1—|—tan2(k:a)—#<:>1+ﬂ—2 -
cos? (ka) k2 cos? (ka)’
HQ
2 k2 )
= cos” (ka) = = sin” (ka
144 (ka) 1+ 5 (ka)
2\\ ~3
K2
ol ey mm RN e
a =e€ E—FCL 1+ﬁ +T =€ E—I—a—l—aﬁ—kﬁ
und
_1 _1
1 1+/{2 1++/€2+/{ 2 11+ +2/~£2+2/{+/{3+ k¥ 72
= - — —+at+a—=+—= =—|-4a+2a— — 4+ — +a—
773 K2 ) \ s K2 R2 2 % 2R T T
Betrachten wir nun den Fall von ungeraden Paritéten, d.h. ¢ (—z) = —p () :

A=—-FE=cundC = —-D =,

einsetzen liefert:

ce e — 6e—zka . 6ezka’

kee " = ke R 4 ks e“m,

diesmal liefert Teilen der 2. durch die 1. Gleichung;:
. e—ika 4 eika
ko= ik (e—ika _ eika> ’
2
o= ik ety
—2i sin (ka)
k = —k cot(ka).
Wir konnen die Koeffizienten wieder durcheinander ausdriicken:
) N —1
§ = ece o (e—zka _ ezka) ’

somit folgt:



. . . . -1/ . .
11 (.Z') ) (ezkx o e—zk:c) — ce ha <e—zka o ezka) (ezkx o e—zk:c) ,

1 —
= T 2isin (kx) = Ae™ "™ in (k
“© s (ka) i sin (k) “ S (ka) sin (kz)
Die antisymmetrische Wellenfunktion lautet also:
e —a>z

Yo (z) =€ ﬁ sin(kx) —a<z<a
—e T >a

Die Normierung liefert also:

/ dr lpo (@ = 1,

— 00

/ dz |pur ()] + / dz |purr (2)]° + / iz parr @ = 1,

) 62513 ’_a N 6—2.‘-6(1 /a dx Sin2 (km) B 6_2&% ‘oo- = 1
€ 2k T sin? (ka) J_q 2“1
P e—2Ka .6;2’“1 o sin (k’a) COos (ka) ] = 1,
K sin® (ka) k .
_ 1 1 sin (ka) cos (ka) > - -
2ka | = — = ?
¢ [/{ + sin? (ka) <a k - o
w(l. a  sin(ke)cos(ka)\ "}
e -+ — P) - ) - ©
k  sin® (ka) sin® (ka) k

Wir kénnen nun sehen, dass die beiden Paritéten das gleiche Ergebnis fiir die Koeffi-
zienten A liefern. Hierzu nutzen wir die Beziehungen:

1+cot2(ka)—#<:>l+ﬁ—2 S
 sin? (ka) k%2 sin® (ka)’

um die Trigonometrischen Funktionen zu entfernen:

. ra 14_ 1_1_/{_2 ~cos(ka) \ 7 l—l— n /{_2_00‘5(1{:&) -
€=c P k2 sin (ka) k - ° aTa ’

K k2 k
_1
e=e" l+a+a/€—2+i 2
N K k2 k2 ’

wobei wir ausgenutzt haben, dass —cot (ka) = %. Somit ist & = €. Um die Energieei-
genwerte zu finden, betrachten wir unsere beiden Bedingungen:

[NIES
=




k = ktan(ka),
= —k cot (ka).

Somit folgt also:
tan (ka) = — cot (ka) .

Wobei allgemein tan (z + %) = — cot () gilt. Somit kann man auch schreiben:
k = ktan (ka+ %) ,

mit n € N. Fiir gerade n erhalten wir dann den tan-Ausdruck, wihrend ungerade n
den ungeraden cot Ausdruck liefern. Um die Gleichungen nun auszuwerten, betrachten
wir ka und ka, wobei diese beide von der Energie und der Breite des Potentialtopfes a
abhéngen:

2ma?® |E

K202 — m22| |7
2ma?

Ko = 25 (V- |B)).

Wohingegen die Summe dieser beiden von der Energie unabhingig ist:

2mVya®
k202 + k2a2 = mhzoa

Wir konnen somit, da diese Formel die Form 22 + y?> = R?, besitzt Kreise um den
Ursprung mit dem Radius R = 4/ 2mhL20a2 konstruieren, hierbei ist also der Radius R von
v Voa abhingig. Wobei wir gleichzeitig die Bedingungen betrachten:

ka = ka tan (ka),
ka = —ka cot(ka).

Wir plotten also ka iiber ka, die Schnittpunkte stellen die moglichen Losungen der
transzendenten Gleichungen dar (qualitativer Plot im Anhang). Dies liefert eine Bedin-
gung fiir die Energieeigenwerte, denn wenn n die Anzahl der Schnittpunkte angibt, die
der Anzahl der Energieeigenwerten gleich ist, dann kénnen wir aus dem Graphen ablesen,
dass die Anzahl vom Radius R in folgender Weise abhéngt:

™ nm
—-1)= — 2
(n )2<R<2, (2)

(Zum Beispiel fiir n = 1 folgt 0 < R < § und fiir n = 2 folgt § < R < 7, die Graphik
zeigt uns, dass der Radius tatséchlich in diesem Bereich liegen muss, wiirde R > 7 sein,
hétte es nach der Graphik min. 3 Losungen)



Somit folgt aber auch fiir die Energieeigenwerte, die wie man durch die Graphik er-
kennt, endlicher Anzahl sind (wir betrachten die ka-Achse, wobei in jedem ZF-Bereich
ein Energieeigenwert liegt):

nmw
ka = —
2 bl
2ma? n2n?
B2 (VO_‘EN‘) = 4
2,232
n m-h
—|E,| = -V
2 8ma? 0
1 nth\2 1
Fn = %(T) R

Es fillt zudem auf, dass es in jedem symmetrischen Fall Energieeigenwerte gibt, wih-
rend fiir den asymmetrischen Fall eine Barriere {iberschritten werden muss. Diese liegt,
wie man aus der Graphik erkennen kann bei R > 7. Somit folgt

n2h?
8m
damit man auch mindestens einen antisymmetrischen Energieeigenwert erhilt.
Wir kénnen nun die Anzahl der gebundenen Zustinde aus unserer Bedingung (2)
bestimmen:

< Vpa?,

2
(n—1) < R— <n,
T

(2]

wobei wir fiir die Anzahl n aufrunden auf die nichste ganze Zahl. Schlieklich kénnen wir
auch zwischen ungeraden und geraden gebundenen Zustdnden unterscheiden, wobei wir
gerade mit dem Index s (symmetrisch) und ungerade mit dem Index a (antisymmetrisch)
bezeichnen und aus unserem Graphen die Bedingungen heraus finden konnen:

somit folgt also:

(ns — 1) < R < ngm,

™ T
TLa7T—§<R<TLa7T+§.

Mit diesen finden wir fiir die Anzahl der Zustande:

7] mane= |33
ng=|— | undn,=|——=|.
™ T 2

Setzen wir R ein, so folgt:



7h mh 2

Qualitativ ldsst sich iiber die Energieeigenwerte sagen, dass egal fiir welches R es
symmetrische gibt, jedoch erst ab der Schwelle R > 5 antisymmetrische zu finden sind.
Zudem ist ihre Anzahl beschriankt, die Anzahl ergibt sich in Abh#ngigkeit von der Tiefe
des Potentials Vj und der Breite a.

{\/2mvoaJ {\/2mV0a 1J
Nng=|——— | undn, = | ——— .

c)

Wir betrachten nun das attraktive d-Potential, wobei zu beachten ist, dass die “Flache”,
die durch Vj und 2 - a aufgespannt wird konstant bleiben muss. Der Grenziibergang kann
erreicht werden, indem wir a — 0 gehen lassen und gleichzeitig Vj — oo laufen lassen.
Fiir das Potential soll gelten:

V(z)=-Co(x).
Wir definieren

Vo |z|<a

0 sonst

Va—>0 (l‘) = {

mit a — 0.
Fiir den Grenziibergang muss folgen:

/_Zd$Va_>o(x) _ —C’/_Zd:né(:n),

2aVy, = C.

Nun gehen wir in unsere Bedingungsgleichung aus Aufgabenteil a)+b) (1) ein:

k = ktan (ka) ,

wir setzen die Terme fiir x und k ein und nutzen die Ndherung fiir kleine Winkel, wobei
a — 0, d.h. wir konnen die Taylorreihe des Tangens nutzen, wobei tan (ka) =~ ka :

2m |E)| 2m
72 = ﬁ (VO - |E‘)a7
2m 4m?
W |E| = e (Vo — |E|)? a?,
2maVZ  2ma? 2ma?
B = 2Ty m+ T e

Wir wissen, dass 2aVyy = C = konst. # 0 ist, wobei a — 0, dies liegt daran, dass 1}
sehr grof wird, jedoch folgt somit fiir die Terme, in denen a und V{ nicht in der gleichen
Potenz auftreten, dass sie gegen 0 gehen miissen, somit vereinfacht sich der Term zu:



B _2ma2V02 B _mC'2
N 2 2R2

Es gibt in diesem Fall also nur einen gebundenen Zustand, dieser lautet E =

_mC?
22

3.2 (Sommerfeldsche Polynommethode)

40|+

30| T

a)

Das Potential wird beschrieben durch

r  a\2 22 a?
Vi =% (3-7) =%<§‘2+ﬁ>

mit der SCHRODINGER-Gleichung fiir stationére Zustéinde eines Teilchens mit Masse m
im Potential V

—h2 d2 $2 a2
— Wl—=-2+— = F
2mdz¢+ 0<a2 +3:2>¢ v
oder ausgeschrieben:
d? 2mVpa? 2mVya?

2m
2l e VT T Ve @t E) =0

Um die SOMMERFELDSCHE Polynommethode anzuwenden, sind Naherungen fiir x — oo
und fiir x — 0 zu finden. Fiir ersteres gilt

d? 2mVpz?
w2 = T v



Fiir diese Differentialgleichung ist standardméafig der Ansatz:

¢ = E_Ta
d _z2,,
—1Y = —zae 2
dxw
d? a2
W¢ = (—Oé + (xoé)2) 6_706
22
zu wahlen, wobei wegen des stirkeren Wachstum % = 220~ 7% gewihlt wird. Das

ergibt fiir

2mVj
=\ 22

Da die Wellenfunktion normierbar sein muss, sollte auch die Naherung fiir x — oo gegen
null streben. Daher wihle man

2 [2mV;
woo(a;):exp<—% %).

Die andere Naherung ist fiir # — 0 zu finden. Dort gilt

d? 2mVpa?
a2V T Tz Y

wofiir folgender Ansatz geeignet ist:

v = a°

d
wl = e
d? 9
W’l/} = (Oé — 1) xa_

Es folgt
2mVya?

2 0 2

oo T =0

1 1 2mVpa?
Y
= o 5 4+ 2

Auch hier gilt wieder, dass die Funktion normierbar sein muss. Das heift der Exponent

sollte nicht negativ sein (fiir  — 0 muss der Exponent positiv sein, wire er negativ, also

x%, a € RT wiirde die Wellenfunktion divergieren) und daher

1 2mV0a2
1+t T03

1
o = x?

10



Bevor mit diesen Ansétzen weitergerechnet wird, empfielt es ich drei Abkiirzungen ein-

2mW 1
Ve W=

zufithren:

1 1 2mVpa?
2m
A=z @%+E) [ = m?.
Ferner gilt dann
w? = w+ ¢*a’ (3)

und fiir die Substitution ¢ = 22 2,;?;20 = qz? gilt

d¢ = 2qa:dx(:>j—z:—,
d d dg d

da dedr T

d? d d d d
— = 2qz— (22— ) = 4¢%r— (22—
da? RT3 ( q$d5> RT3 <$d5> ’

b)
Mit diesen Abkiirzungen gestérkt lautet der Produktansatz nun
U(x) = oo (x)tho () ¢ (2)
22
= e 29" (2),

wobei ¢ (x) die noch zu bestimmende Restfunktion ist.
In der Schrédingergleichung wird die 2. Ableitung von ¢ benétigt:

W=l (@)t (2) @ (2) + e (2) 6 (2) 6 (2) + s (2) 0 (2) & ()
= —ege” TIG (x) + e Thwr g (2) + ¢TI0 (2)
w ¢

= ¢<—xq+;+g> = (%)

11



wobei

2 2
o =-a- 5+ 505 (5)

22 ¢ da? o dx
und
2 2
2 _ W 2o (1doN\T wdd _ ,zqd9
(*)_$2+xq+<¢dx> 2qw+x¢dx 2¢d:1:'

Die SCHRODINGER-Gleichung lautet jetzt:

und eingesetzt:

1dg\” 2
0 = Uopagy (1D0) gg  20d0 yrade
2 ¢ dx pd ¢ dx
o L (1d9\
1T 5d?  \Gda
2.4
- % — 22 A
T
w? — (w+ ¢*at) wde _xqde 1d%p
= -2 —— —2—— — —— + A
x2 qw+x¢dx ¢ dr Q+¢d:r2+
2w d 2
od o d ¢ da?
In der vorletzten Zeile haben wir Gleichung (3) ausgenutzt. Multipliziert man die

Gleichung mit % erhilt man:

q

0 = ¢<—2w—1+5>+<2—w—2x>d—¢+1@
q qr

dr ' qda?
B A 2w do do d%¢
Substitution von ¢ = gz < g = 22 liefert:
A 9 do d? B
¢<—2w—1+g>+(4w—4qx +2)d—§+4§d—€2 = 0
A do d?
—12 1—— 202w —26+1) — 44— =
<w+ q><f>+(w £+)d§+£d£2 0

k

als Differentialgleichung fiir ¢.

12



c)

Fiir ¢ benutzt man einen Reihenansatz

o

¢ = Y ag
v=0
(o.]

¢ = D awe!
v=1
o

" = Zal,v (v—1)&2
v=2

welcher auf

_kZaV€V+2(2w_2€+1)ZCLVI/§V—1+4ZCLVV(V— 1)5”_1 = 0

v=0 v=1 v=1
00 0o o ~
EY g+ (4w +2) Y a,ve ™ =4 ae” +4> aw (-1 = 0
v=0 v=1 v=0 v=1
N—— -~
v—v+l v—uv+1

S € {ap (v + 1) (4w +2+ 4v) +ay (k—40)} = 0

v=0

fiihrt.
Damit die Gleichung fiir beliebige £ gilt, muss der Inhalt der {}-Klammer null werden.
Um dies zu erfiillen, muss sich a, durch folgende Rekursionformel berechnen:

0 = app1 (v+1)(dw+2+4v) +a, (k—4v)
(4v — k)
(v+1)(dw+2+4v)

ayy1 = Qp

Die Koeffizientenreihe zeigt fiir groke v das gleiche Konvergenzverhalten wie ef bzw.
e Eingesetzt in den Produktansatz ergibt sich dadurch immer noch ein divergentes
Verhalten fiir die Wellenfunktion. Da dies der Vorraussetzung der Normierbarkeit wider-
spricht, muss die Koeffizientenstelle bei einem endlichen Term abbrechen:

v -k =0.

Daraus folgt eine Energie E), :

13



E,

A
2a

Vo

2m

A
2a

Vo

2m

2mVpa? _ 25—73 (2Vo + E)
h? 2mVy
h2a?
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