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10.1 (Clebsch-Gordan-Koeffizienten)

Es sind die Clebsch-Gordan-Koeffizienten (ls;m;ms|jm) fiir ein Elektron mit Bahndre-
himpuls [ und Spin s = % zu bestimmen, wobei die globale Phase durch:
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bestimmt ist.
Es gilt die Relation:

Jx|jrjas gm) = <j1j: + j2j:) Z G125 M) (g1j2; myma|jija; jm),
mh,mh

wobei wir nur eine Identitét eingeschoben haben mit 32,r 1 [j123 myma) (j1j2; mimy| =
1. Nun folgt nach Anwendung der Operatoren:

VG Fm) (G £m+ 1) jm £ 1)

V0T Fmy) GrEmy + 1) 30 e [1d2smiy £ 1,mi) (1 jas mymy |1 j2; jm)
_l’_
V0T Fmy) (GrEmh +1) 300 o [1j2s mymy £ 1) (s mymb|jija; jm)

Multiplikation mit (j1jo; mimea|, liefert:

V(G Fm) (5 £m A+ 1) {jij2; mimaljija; jm £ 1)

V0L FmY) G £my + 1) 300 s O g Oy mg 1 (12 mymi i ja; jm)
+

VT Fmy) (GuEmh + 1) 30 Oy g Omgmy 1 (1725 My |1 g2 jm)

Wir fiihren dies aus, indem wir m} = my F 1, bzw. m/, = my ersetzen fiir den ersten
Term und dquivalent m), = mg F 1 bzw. m) = my fiir den zweiten Term. Somit gilt fiir
die Clebsch-Gordan-Koeffizienten die Rekursions-Relation:

VG Fm) (G Em A+ 1) mimalje; jm 1) = /(i Fma+ 1) (1 £ ma) (jrjzi ma F 1, maljija; jm)
+ V(G2 Fme +1) (o £ ma) (jrje; m1, ma F 1|j1j2; jm)




fiir unseren Fall, folgt also:

VGFmM)GE£m+ 1) Is;mymglj,m+£1) = /(I Fmy+1) (1 4my)ls;my F 1,m|jm)
+ V(s Fms+ 1) (s £my)(ls;my, ms F 1]5m).

Setzen wir nun noch m = m F 1, so folgt:

\/(j:Fm+1)(jim)(ls;mlm8]j,m> = \/(l:le+1)(lj:ml)<ls;ml:F1,m5]jm:Fl>
+ V(s Fms+ 1) (s £mg)(ls;my, mg F 15m F 1).

WObeijlzlmitZGZ,jQZS:%, mi = my, mgzmszi%,m:ml—kmszmli%
und j =1+ % Die j’s besitzen also fiir jedes [ zwei Werte. Betrachten wir j = [ + %,
mg = % und m; = m — %, somit folgt, wenn wir unsere Rekursionsrelation benutzen

(wobei wir die Terme von J_ verwenden):

Vg me 1) ( § = m)m =4, 3+ 3m)

\/(l+m—%+1) (l—m+Hm-3+1,L1+31m+1)
+

11
(5+3+1) <§—§>(m—§,§|l—|—2,m+1>

=0

dies liefert also:

3 1 11,1 1 1 1 1
\/<l+m+§> <l—m+§>(m—§,§\l+§,m>—\/<l+m+§> <l—m+§>( \l+ ,m+1),

umstellen liefert:

< 11 L1 (I+m+1 11|l+1 )
m= gt gm (I+m+3) toglttgmtd),

aus der Rekursionsrelation. Wir konnen nun weitergehen und m + 2 betrachten, indem
wir in die obere Relation m = m + 1 einsetzen:

11, 1 (I+m+3) 31, 1
o+ = D=y 2/ S+ 2
ot gl gm )=y gyt el pm 2,

in Bezug zu m liefert dies:




1 1 l+m+ 1
= 2
m= gl +3 Nyt

Fiir m + 3 folgt:

31, 1 [(L+m+3) 51, 1
2z Z oy — N TP 2) 2z Z
(m+2,2|l+2,m—|— ) (l+m+%)(m+2,2|l+2,m+3>
11 1 l+m+ 1
(m—§§ 7™M 1/ (+m + ——|l—|—§,m+3>,

dies konnen wir nun durchfithren bis wir den maximal moglichen Wert m; = [ erreichen

(indem wir auf der rechten Seite m = [ — % einsetzen und nur in den Nenner das m

ersetzen, dies erkennt man schnell, wenn man oben hinschaut und sieht, dass sich die
Nenner immer mit dem nachfolgenden Zahler wegheben und nur der “letzte Nenner’

iiberlebt):
11, 1 (I+m+3) 1. 1 1
— ool 5om) =) 25 L S+ 5, L+ 2.

Nun konnen wir unsere Phasenbeziehung nutzen und erhalten:

11, 1 (I+m+1)
=gt gm =\ "Gy

Dies ist der erste Clebsch-Gordan-Koeflizient. Aus der Definition:

bzw.

|j1j2; jm) = Z |J12; myma) (J12; mims|j1ja; jm)

ml ,m2

wissen wir jedoch, da wir iiber mg und m; summieren miissen und deren Summe
ms + m; = m liefern muss, dass bei festem j = [ £+ % die Summe nur aus 2 Termen
bestehen. Die Gleichungen fiir die urspriinglichen Kets in den basistransformierten lauten

somit:
1 11 11 1 1 1 1 1 1
|l+§7m> = |m_§7§><m_§7§|l+§7m>+|m+§7_§><m+§7_§|l+§vm>
1 11 11 1 1 1 1 1 1
|l_§7m> = |m_§7§><m_§7§|l_§7m>+|m+§7_§><m 57_§|l_§7m>7



wobei wir bereits den Koeffizienten fiir |m; — %, %> bestimmt haben. Die Matrix der

CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten muss eine unitére Matrix bilden. Diese Eigenschaft ha-
ben nur Drehmatrizen, also Abbildungen der Form

cosa  sina

—sina cosa /)’
Der bestimmte Koeffizient steht hier fiir einen cos« Eintrag. Die restlichen Eintrage
kénnen wir daher iiber die EULERsche Identitat

cos?a+sin?a =1

bestimmen.

. !
sinfa = 1—cos’a

2A+1 Il+m+1
2A+1  2+1
l—m+%

20+ 1

Somit lautet die Matrix der CG-Koeffizienten

I+m+1 l-m+1

\/—2l+12 \/—2l+12 :<<m—§, Il+§,m> <m+§,—§ll+§,m>>
l—m+3 I+m+3 m—z,5/l—5,m) (m+35,—35/l—5,m) )

(= e fm—L 4= Lm) G+ L= Lm)

N[ 0] =

10.2 (Irreduzible Tensoroperatoren)
Fiir einen Operator A sei folgende Operatorfunktion definiert:

P o) DAl Al
)

Es ist zu zeigen, dass fiir die g-te Komponente Tq(k
T7®) vom Rang k gilt:

eines irreduziblen Tensoroperators

F{TR Y = 02k + 1) T,

Es gelten die folgenden niitzlichen Beziehungen:

hieraus folgen:



durch umstellen. Zudem gelten die Beziehung:

[, 0] = n/TeF @) (kg + DT,
und
(7. 20] = haf(®.

Wenn wir den irreduziblen Tensoroperator in (1) einsetzen, erhalten wir:
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= —\/ q) (k+q+ Dh/(k+q+1) (k- qTV
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o 0
= 7[% + 2k| T
= Rk(k+1)TH.



10.3 (Projektions-Theorem)

Es sei K; die i-te Komponente eines Vektoroperators und J der Operator des Gesamt-
drehimpulses mit Eigenkets |jm) von J? und J, = J3. Zu zeigen ist, dass

(jm|J - K|jm)

. KZ . / _ . Ai . /
(Gml|Kiljm’) = (jm|Ji|jm’) G+ D

mit J- K =32 | JK; gilt.
Wir kénnen ausnutzen, dass wir den Erwartungswert fiir J2 kennen:
(gm|J2|jm) = 125 (5 + 1).

Setzen wir diesen in die zu zeigende Gleichung ein, vereinfacht sich diese zu:

(m|Kiljm') _ (jm|J - K|jm)
(gml|Jiljm’)  (Gm|J?|jm)

Betrachten wir nun den Zahler des Bruchs der rechten Seite:
3 A A~
(jm|J - K|jm) = (jm Z JiKi|jm).

Ausnutzen von ji = (jxizjy> = (jl iijg) und jz = jg, ermoglicht uns die
z- und y-Komponente des Operators auszudriicken mit:

A

= %(j++j_)
Jy, = —= j+—J_>.

Wir kénnen nun ausnutzen das die Komponenten von J und K wegen [jz,f(]} =

iheijkf(k vertauschen. Somit gilt also J K= Z§=1 JK; = zg’zl K;J;. Die Anwendung
der Operatoren liefert J,|jm) = mh|jm), baw. J, |[jm) = hy/(j F m) (j £ m + 1)|jm).
Setzen wir dies ein, erhalten wir:

3 3
(Gm| Y JiKilim) = (jm| Y KiJiljm)
=1 =1

+ (jm\%Kl (j+ + j—) ljm)

+ (Jm|§K2 (—J+ + J—> |jm)
+ (jm|K3J.|jm)



Als Ergebnis erhalten wir also mit cx = /(j Fm) (j £m + 1):

LA ho ho
mld-Kljm) = Ses(gmlKiljm +1) + ge-(jm|Ki|jm — 1)

—ih NI ih NI

C e Gmlfolim + 1) + T (mlfoljm 1)

mhi(jm|Ks|jm).

Dies konnen wir auch zusammenfassen zu:

TR hoo s e ho
(Gm|J - K|jm) = §c+(jm\K1 — iKs|jm + 1) + 5¢- (jm|Ky + iKa|jm — 1)
+  mh(jm|Ks|jm).

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass Vektoroperatorkomponenten auch in der sphéri-
schen Form als ﬁil = :F% <Ul + zﬁg) und Uo = UZ geschrieben werden kdnnen, somit

ergibt sich also, da K ein Vektoroperator ist:

(jm|J - K|jm)

h ) S ) h ) - .
Ser(mIVER i|jm + 1) + e (jm] (=v2) Koiljm — 1)

+  mh(jm|Ko|jm)

%c+<jm|f%_1|jm Ly % Gml R ealjm — 1)

+ mh{jm|Ko|jm).
Mit Hilfe des Wigner-Eckart-Theorems kénnen wir nun auf folgendes schliessen:
(m|d - Kl jm) = cjm (jm|K]jm),

wobei ¢j,, nur von j und m abhéngt. Die Begriindung ergibt sich direkt aus dem
Wigner-Eckart-Theorem, da die Betrachtung einer Komponente, d.h. also g, mit Hilfe
dieses Theorems unabhéngig von der Komponente gemacht werden kann, dieses besagt
némlich:

(/51 T™|ag)
V2i+1
Wir konnen also diesen Vorfaktor, der sich aus der Summe der drei Komponentenkoef-

fizienten bildet als cjp, schreiben, wobei alle drei Komponenten, mit einem individuellen
Koeffizienten, proportional zu dem reduzierten Matrixelement sind. Die Konstante cj,

(o §'m!|T{F) [ajm) = (jk;mqlj'm)

ist unabhéngig vom Operator K bzw. allgemein Tq(k).



Es ist sinnvoll nun die Eigenschaften eines skalaren Operator zu betrachten, wobei
Téo) =S8 =1J-K (J-K ist also auch ein Skalaroperator,"):

(/j'5]ej)
2/ +1 °
Die Eigenschaft dieses skalaren Operators ist das sowohl j als auch m nicht verédndert

werden. Diese Eigenschaft konnen wir auch gleich auf die linke Seite unser Gleichung (2)
anwenden, womit sich:

(o/j/ml|g|ozjm> = 5jj’5mm’

Gm|K;|jm/y  (jm|K]|jm)

GmlJilim/y  (Gm|I[jm)

ergibt. Dies folgt daraus, dass ein Skalaroperator gerade j und m nicht verdndert und
somit also gleiche Koeffizienten enstehen, welche wir gleich wegkiirzen konnen.

Wir konnen nun den Skalaroperator im Nenner der rechten Seite von Gleichung (2)
betrachten:

3
(Gm|I2gm) = (Gm] > Jidi|jm)
=1

— %u Gml oy |jm + 1) — % Gml o ljm — 1)

+  mh(jm|Jo|jm).
= ¢m{gmlJ]jm)
Wir erhalten also genau den gleichen Koeffizienten, nachdem wir Wigner-Eckart ange-

wandt haben. Wir kénnen unsere Erkenntnisse also zusammenfassen, durch einsetzen in
Gleichung (2) erhalten wir:

!da das Skalarprodukt von J und K invariant unter Rotation ist. Um dies einzusehen, wenden wir den
Rotationsoperator fiir eine infinitesimale Rotation um den Winkel € und den Einheitsvektor n

an.

A A 7 N £° ~ A A
- J K+ﬁs[J mJ-K]—&—ﬁJ nJ-Ki-n
—_———
60(52)

Wie oben gesehen vertauschen J und K. Also ist das Skalarprodukt invariant unter Rotation und
somit ein Skalaroperator.



Gm|K;|jm/y — (Gm|I - Kljm)  cjm(im[K|jm)  (im[K|jm)

GmlJilgm’)  (Gml32im)  cim(im|I[gm)  (jm|I|im)

Wir hatten jedoch schon gezeigt, dass die Terme die ganz links und ganz rechts steht
iibereinstimmen. Somit ergibt sich also, wenn wir wieder umstellen:

Gl Rl = Gl iy S )
(gm|JI2|jm)

oder wenn wir den Erwartungswert im Nenner explizit hinschreiben:

(jm|J - K|jm)

. A' . / — . A' . /
(Gm|Kiljm’) = (Gml|Ji|jm’) G+ 1)



