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Aufgabe 15 (Kohärente Zustände) (9 Punkte)

Der Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators ist Ĥ = h̄ω(â†â+ 1
2
) mit dem Vernich-

tungs- bzw. Erzeugungsoperator

â =

√
mω

2h̄

(
x̂ +

ip̂

mω

)
bzw. â† =

√
mω

2h̄

(
x̂ − ip̂

mω

)
, (1)

die die Vertauschungsrelation [â, â†] = 1 erfüllen. Die Eigenzustände von Ĥ werden mit

|n〉, n = 0, 1, 2, . . . bezeichnet und sind orthonormiert, 〈n|m〉 = δn,m. Außerdem gilt

â|0〉 = 0 , â|n〉 =
√

n|n − 1〉 für n > 0 , â†|n〉 =
√

n + 1|n + 1〉 (2)

Für jede Zahl λ ∈ C kann man einen sog. kohärenten Zustand definieren durch

|ϕλ〉 = exp(−1

2
|λ|2)

∞∑
n=0

λn

√
n!
|n〉 . (3)

a) Zeige, daß |ϕλ〉 ein Eigenzustand des Operators â ist. Wie lautet der Eigenwert?

b) Zeige, daß 〈ϕλ|ϕλ〉 = 1 und 〈ϕλ1|ϕλ2〉 = exp(−1
2
|λ1 − λ2|2 + iIm(λ∗1λ2)).

c) Drücke die Operatoren x̂, p̂, x̂2 und p̂2 durch â und â† aus und berechne 〈x̂〉 und

〈p̂〉 sowie 〈(∆x̂)2〉 und 〈(∆p̂)2〉. Dabei ist ∆x̂ = x̂ − 〈x̂〉 und ∆p̂ analog. Wie groß

ist 〈(∆x̂)2〉〈(∆p̂)2〉 und was fällt daran auf?

d) Zeige, daß die Zeitabhängigkeit eines kohärenten Zustands gegeben ist durch

|ϕλ(t)〉 = exp(− i

2
ωt)|ϕλ(t)〉 mit λ(t) = λ exp(−iωt) . (4)

e) Bestimme 〈x(t)〉 = 〈ϕλ(t)|x̂|ϕλ(t)〉 und 〈p(t)〉 = 〈ϕλ(t)|p̂|ϕλ(t)〉 .

f) Bestimme 〈(∆x(t))2〉 = 〈ϕλ(t)|(∆x̂)2|ϕλ(t)〉 und 〈(∆p(t))2〉 = 〈ϕλ(t)|(∆p̂)2|ϕλ(t)〉 .
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