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18 Homogen magnetisierte Kugel

Wir betrachten eine Kugel vom Radius @ mit der konstanten Magnetisierung M = Mye,

die in einem nichtmagnetischen Medium eingebettet ist.

(a)

Es ist zu zeigen, dass das Vektorpotential folgende Form hat mit A= Agé,

A, (%) = Moa = sinf

Wir nutzen den Ansatz:

A’(f) #0/d3$l J(_’) _'_VIXM(f,
F-7 T F-7
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wobei der erste Term wegfillt, da J (Z) in diesem Fall verschwindet. Somit folgt:

/d3/VXM )

|7 — 7|

Mit der Bedingung, dass nur innerhalb der Kugel eine Magnetisierung vorherrscht,also

M = My®© (a —r) &, wobei © die Stufenfunktion mit:

@(a—r):{l r<a

0 sonst

definiert ist, folgt:
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Berechnung des Kreuzprodukts liefert:

/

V/X@(G—T/)gzz—é(a—r/) %€x+6(a—rl)::—



Wir ersetzen x und y mit Kugelkoordinaten:

' sin ¢’ sin ¢’

) r’ cos ¢’ sin @’
,r./

6 (a—1") &+6 (a — ;

r

Mit €, = —sin @€, + cos pé,, folgt somit:

(@) = quo/dg ,sind'é (a—1r")
47 |2 — &

Zudem konnen wir die Entwicklung:

€p

1 >l

<
= p
|z — 2| Z it t(cos )

=0

einsetzen und erhalten:

1 MoMo

—»

Z/d?’x/ sing's (a —r') lHPl(cosy)
>

Wir kénnen umformen und erhalten:

i M,
) ,uo : Z/ dr'r /dQ/ sin ¢ l+1Pl (cosy) [ sin o€y + cos o€

Nun nutzen wir die Entwicklung:

Am

m=—1

um die Legendre Polynome in Kugelflichenfunktionen auszudriicken:

—, 21+ 1 l+1

00 l
- Moya? 7
T) = Z Z Hood T'< —Yim ,gp)/dﬂ’ sin @’ [— sin &, + cos &) Y7, (6',¢')
=0m
Wir kénnen nun [ = 1 setzen, da wir einen linearen sin im Ergebnis erhalten und
die :—2< Abhé#ngigkeit, was sonst nicht erreicht werden kann, bzw. da alle anderen Terme

verschwinden. Somit folgt:

- M,
A(Z Z Ho 30a I'< Y1m (@, )/dQ’ sin @' [— sin pé, + cos pé,| Y1, (6',¢)

m=—1

Nun bleibt fiir das m nur die Moglichkeit die Werte 1,00der — 1 anzunehmen. Wir
betrachten dies in Aufgabe 19 etwas ausfiihrlicher, daher wollen wir hier nur auf diese
verweisen und gehen schnellen Schrittes weiter, wobei wir m = 0 wegwerfen und erhalten:

€, =sinf's ( 7‘/) (— sin '€, + cos gp'éy)



S Mya?
= %r—;}ﬁ,_l 0, 9) / d€Y sin @' [— sin pé, + cos pé,| Y7 (0, ¢)
,

M, 2

%T—;YH 0, 9) /dQ’ sin @’ [— sin pé, + cos g, ] Y1 (9', 90')
s

Wir setzen die Terme fiir die Kugelfunktionen von unten ein und erhalten:

_|_

- M,
A(Z) = Ho 87r0a :< sin fe =% / dQY sin@’ [— sin pé, + cos pe,| sin ¢’ ¥’
>

+ ————=5
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Nun konnen wir weiter unter Verwendung der FEulerschen Identitét ausrechnen, dqui-

M, ; o'
HoMoa® r< in@ew/dQ/ sin @' [— sin e, + cos pe,| sinf'e™*?

valent zur Aufgabe 19:

. M, ,
A(T) = MT< sinfe™"% e, — imey,] d9’ sin® ¢’
8 12 Y

Mpya
+ M ; sin fe'? [ré, + mex]/ dé’ sin® @’
8m g 0

Nun kdénnen wir noch die 8- Integration ausfithren und erhalten:

o= oMoa® r< . iors o
A(Z) = Ho0d” G 7; sinfe™"¥ (€, — i€y
>

M,
+ OTOCL:; sin 0e'? [€, + €]
>

Nun nutzen wir wiederum die Eulersche Identitdt und schreiben weiter um:

o Mya?
A(D) = %:—; sin @ [€, — i (sin €, + cos e, )]
>
Moa®ro |
L Mo 60 7; in 0 [€, + i (sin €, + cos pe, )]
>

Die imagindren Terme verschwinden, durch gegenseitiges auflésen und wir erhalten:

2
poMoa”r< .
— Sl 964)0

A(Z) =
3 7‘%

Mit A = A€, folgt fiir den gesuchten Term:
A, (%) = %Mg(ﬂi—g sin 6

was zu zeigen war.



(b)

Hier hilft der Ansatz:

Es gilt also:

—VUxA=¢

- 1 0
B "rsind <%

(sinfAy,) —
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Wobei wir das Vektorpotential fiir innen und aufen aus Aufgabenteil a benutzen kon-

nen:
A(Z) = @MOCLQT—; sin fe, =
3 rs
somit folgt:
fTa (@) =

A (Z

Fiir die Komponenten folgt somit:

Aa,r
Aa,&

Aa,‘ﬁ

und

Ai,r
Aip

Ai,so
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also folgt fiir die magnetische Flukdichte B:

5= e le L (2
Ba = 3M0a [errsinﬁ <89
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Nun koénnen wir differenzieren und weiter umformen, somit folgt fiir die magnetische
Flussdichte innerhalb und aufserhalb der Kugel:

3

B, = @Moa— [€,2 cos 6 + €y sin 0]
3 r3

—

2
B; = %Mo [€. cos O — épsin b

19 Rotierende geladene Kugel

Wir betrachten eine Kugel vom Radius @ mit einer homogenen Oberflichenladungsdich-
te 0. Diese rotiert mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um eine Achse durch den
Kugelmittelpunkt.

(a)

Es ist zu zeigen, dass die Ladungsstromdichte ;(:1_:’) gegeben ist durch:

7 (%) = cawsin 06 (r — a) €y, (1)
Wir betrachten die Definition fiir die Ladungsstromdichte:

J(@) =p(@)7() (2)
Fiir den Geschwindigkeitsvektor gilt:

—

U(Z) = J x & = wasinfe, (3)

Wihrend die Ladungsverteilung durch:

p (%) =06 (r—a) (4)
beschrieben werden kann, da wir eine Kugel vom Radius a mit der homogenen Ober-
flichenladungsdichte o betrachten. Nun fiigen wir (3) und (4) in (2) ein, um:
j (&) = o6 (r — a) wasin 0€,

zu erhalten, wobei dies nach umstellen (1) entspricht, womit gezeigt wurde, dass dies
die Ladungsstromdichte fiir dieses Problem ist.

(b)

Das Vektorpotential /T(:T:’) ist innerhalb und aufierhalb der Kugel zu bestimmen, wobei
das Vektorpotential als:



definiert ist. Wir setzen (1) ein und entwickeln == f = > z+1Pl (cos7), wobei

\
cos”y = cosf cos @ + sin@sin @’ cos (¢ — ¢’) und €, = — sin pé, + cos sﬁey, dies fiihrt auf:

l
i) ,uoowa Z / d3$/5 s1n9 - —=_P;(cos7) (— sin ¢’ + cos (’D/(?y)
7">

Nun nutzen wir die Entwicklung fiir das Legendre-Polynom:

l
Z ') Yim (6, )

P, (cos7y)

Einsetzen von dieser liefert:

l l

[e.e]
A(Z) = Hoowa Z / d3z's (r' — a) sin 0’%2;1—11 Z Vi, (0,€") Yo (0, ¢) (— sin '€, + cos ¢'€,)
> m=—1

Nach Umformung:

A@) =S B (0,0) [ dr' " r —==0 (1" —a) [ dVsin@'Y}: (0, ¢") (—sing'e, + cos ¢'é,)
— 2l T 1 Im ’,"l>+1 Im , P @Y €ex 2 Y
I

Wir wissen, dass wenn wir mit einem linearen sin eingehen, wir auch wieder diesen
im Ergebnis erhalten miissen, daher miissen alle Terme [ # 1 verschwinden (fiir die
Legendre-Polynome), da [ = 0 eine 1 liefert und [ > 1 Terme héherer Ordnung liefern.
Wir setzen also [ = 1.

/_f Z ,uoawaylm /dr/ 2 < r — a) /dQ/ sin 'Y} (9/,90/) (— sin '€, + cos gp'é'y)
m=—1
Hierauf folgend miissen wir die drei Félle fiir m betrachten. Hierbei kann m = —1,0,1

werden. Fiir die Kugelflichenfunktionen gilt:

Yioi= ”8377 sin fe ™" und Y=/ 8171 sin fe'?
Yio = \/%coseundeB =4/ %COS@
3 . ip * 3 . —ip
Y, =- 8_77811106 undYy] = — 8_77811196



Wir kénnen den m = 0 Term wegwerfen, da wir sonst keinen linearen sin #-Term
erhalten wiirden. Unter Verwendung der Eulerschen Identitét e*¥ = cos ¢ +1isin ¢ konnen
wir einsetzen und erhalten:

A(z) = % sin He_w/dr’ 7‘,2:—;5 (r' —a) /dQ’ sin? @ (cos ¢’ + isin ') (—sing'é, + cos ¢'&y)
S

+ ,uogwa sin B’ / dr' 2L 50 (r — a) /dQ' sin? ¢’ (cos ¢ —isin 4,0') (— sin '€, + cos (p'é’y)
T r2

Jetzt konnen wir ausrechnen, wobei die gemischten Terme cos ¢’ sin ¢’ wegfallen, da
die Integration von 0 bis 7 fiir diese 0 liefert:

A@@) = ,uogfwa sin fe " / dr’ r'2r—;5 (r' —a) /dQ’ sin? ¢’ (cos2 ¢'€, — isin® ©'Ey)
T rs
+ ,uog:a sin @’ / dr’ r'2:—;5 (7" — a) /dQ' sin? ¢’ (0082 ©'éy+ i sin? go'e})
>

Von hier aus kénnen wir die Integration iiber ¢ ausfiihren, dies liefert:

A(z) = ,uogf:a sin fe™ w/dr/ ,27‘< (r' —a) ; o' sin® ' (€, — iné,)
r

+ ,uogfwa Slnﬁew/dr/ 2 ; (r/—a)/ do' sin® ¢’ (né, + iné,)
T s 0

Die 0" Integration fiithrt auf:

T Hoowa . 9 T< 4 . ~
A(Z) = o sin fe ZS”/dr 7! r>5 (r' —a) gw(ey — i€y)
Hoowa . oT'< 4 . .
+ 8 SlnHew/dr'r' T>5(7‘ —a) = 57 7 (€y + i€y)
Nun kdénnen wir umformen und erhalten:

A(Z) = ,uoc(;wa sin @ (cos ¢ —isin) (€, — i€y /dr' 12 ;5 (r' — a)

>
+ ,uoc(;wa sin 6 (cos ¢ + isin @) (€, + i€, /dr' 2 ;5 (r’ - a)

>

Wenn wir dies umschreiben und ausnutzen, dass €, = (— sin @€, + cos pé),) gilt, folgt:

A’(f) _ Nozwa sin @ [€, — i (cos ¢ + sin )] /dr’ 7,/2:_55 (7‘, _ a)
Hoowa . . . r
+ 6 Sln9[6¢+z(coscp-|-sm(p)]/drlrlzéé (T,—a)



Hierbei zerstéren sich die Terme —i(cos¢ +sing) + i(cosp +singp) = 0 und wir
erhalten:

ff(:i’) — Hog¥a i 9€¢/dr' r'2r—;(5 (7" — a)
3 rs
Wir zur Fallunterscheidung, wobei wir den Fall innerhalb A; (Z) (r < a) und aukerhalb
A, (%) (r > a) der Kugel unterscheiden. Zuerst rufen wir uns die Defintion von r~ und
rs ins Gedé&chtnis, fiir diese gilt:

Somit folgt:

/

A, (%) = “0‘;““ sin 6¢,, / dr' 1?56 (1 — a)

- powa . o T
A (Z) = 3 SmG%/dr' r’ 7725 (r' —a)

Wir lésen die Integrale fiir ' und erhalten:

A, () = ,uogw Z—;l sin fé,
A, (%) = “OU;’ ™ sinoe,
(c)
Fiir die Magnetische Flufdichte B gilt:
VxA=B

Wir nutzen den Ansatz:

= - 1 o0 . 0Ap\ . 1 04, 10 _1/0

00

fiir das duftere Potential gilt:

"rsin 6 rsind Jy

Agr = 0
Aa,& = 0
owa
ap = ,u03 — inf




fiir das innere Potential gilt:

Ai,r =0
Aip = 0
Ay = Hogwar sin @

3

Nun miissen wir nur noch einsetzen und ausrechnen, es folgt also nach dem Einsetzen:

4
= poowa® [, 1 o0 (1 _( 10 (1.
Ba = 3 [errsiHH (89 <T2 S 9>> + e ( ror \r sin

g _moea [ L (0L N (10,
B; = 3 |:6TT‘SiH0 <69 (rsm 9)>+€9< . (r Sm9)

Berechnung der Differentiale und umformen, fiithrt zu:

= poow a’
Ba — —3
3 7

[2 cos 0€, + sin fep]

_ 2ppowa
N 3

Dies sind die magnetischen Flufdichten B innerhalb und auferhalb der Kugel.

(d)

Zu zeigen ist, dass sich auferhalb der Kugel das Feld eines magnetischen Dipols mit:

B

[€ cos § — ép sin 0]

4m 4
m= —owa

3

beschreiben lisst. Hierzu betrachten wir die Formel fiir B (%) :

= po3n(i-m)—m

Als alternativen Weg konnen wir auch die Formel fiir /_f(a_j') betrachten:

=, ,uomxa?
A(iﬂ)ZEW

Nun nutzen wir den Ansatz fiir B (&), es folgt, mit unserem Ergebnis aus (c):

= po 3 (it -m) — M poow a*

B, (#) = _ Hoow @
P 3 1

[2 cos O€, + sin Oép]

Mit & = ré, und 71 = €., somit folgt:



4 4
3é, (Jm|cosf) —m = %wa [2 cos O, + sin O&y]

Dies liefert, mit €, = cos psin e, + sin g sin e, + cosfe, und € = cos pcos e, +

sin ¢ cos 0¢, — sin 0¢e;:

4 4
2m = %wa [2 cos 8 (cos @ sin €, + sin psin €, + cos O€,) + sin @ (cos ¢ cos €, + sin ¢ cos e, — sin 6. )]

Umformung liefert:

2m = —s [3 sin 0 cos 6 cos €, + 3sin 0 sin ¢ cos 0¢, + (2 cos? § — sin? 0) €z]

Betrachten wir nun den Betrag, so folgt das gewiinschte Ergebnis:

B drowat
-3
Betrachten wir nun alternativ den Weg iiber das Vektorpotential:
= 4
2o MOMXT  pgowa’
A(Z) = . P =3 2 sin 0é,
Es folgt:
1 (mrsinfé,) owa® | 0
e N s
Kiirzen fiihrt auf:
. drowa® _
mér = ——&

Nun betrachten wir noch den Betrag, es folgt, da der Betrag der Einheitsvektoren 1
liefert:

drowa*

m =
3

Das gewiinschte Ergebnis, wobei dieser Weg fiir dieses Problem effizienter, da schneller,
erscheint.
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