
Theoretische Physik III Übungszettel 7Heiko Dumlich, Max Ho�mann4. Juni 200618 Homogen magnetisierte KugelWir betrachten eine Kugel vom Radius a mit der konstanten Magnetisierung ~M = M0~ez,die in einem nichtmagnetischen Medium eingebettet ist.(a)Es ist zu zeigen, dass das Vektorpotential folgende Form hat mit ~A = Aϕ~eϕ :

Aϕ (~x) =
µ0

3
M0a

2 r<

r2
>

sin θWir nutzen den Ansatz:
~A (~x) =

µ0

4π

∫

d3x′

[

~J (~x)

|~x − ~x′|
+

∇′ × ~M (~x′)

|~x − ~x′|

]wobei der erste Term wegfällt, da ~J (~x) in diesem Fall verschwindet. Somit folgt:
~A (~x) =

µ0

4π

∫

d3x′ ∇
′ × ~M (~x′)

|~x − ~x′|Mit der Bedingung, dass nur innerhalb der Kugel eine Magnetisierung vorherrscht,also
~M = M0Θ (a − r)~ez , wobei Θ die Stufenfunktion mit:

Θ (a − r) =

{

1 r ≤ a

0 sonstde�niert ist, folgt:
~A (~x) =

µ0M0

4π

∫

d3x′ ∇
′ × Θ (a − r′)~ez

|~x − ~x′|Berechnung des Kreuzprodukts liefert:
∇′ × Θ

(

a − r′
)

~ez = −δ
(

a − r′
) y′

r′
~ex + δ

(

a − r′
) x′

r′
~ey1



Wir ersetzen x und y mit Kugelkoordinaten:
−δ

(

a − r′
) r′ sin ϕ′ sin θ′

r′
~ex+δ

(

a − r′
) r′ cos ϕ′ sin θ′

r′
~ey = sin θ′δ

(

a − r′
) (

− sinϕ′~ex + cos ϕ′~ey

)Mit ~eϕ = − sin ϕ~ex + cos ϕ~ey, folgt somit:
~A (~x) =

µ0M0

4π

∫

d3x′ sin θ′δ (a − r′)

|~x − ~x′|
~eϕZudem können wir die Entwicklung:

1

|~x − ~x′|
=

∞
∑

l=0

rl
<

rl+1
>

Pl (cos γ)einsetzen und erhalten:
~A (~x) =

µ0M0

4π

∞
∑

l=0

∫

d3x′ sin θ′δ
(

a − r′
) rl

<

rl+1
>

Pl (cos γ)~eϕWir können umformen und erhalten:
~A (~x) =

µ0M0

4π

∞
∑

l=0

∫ ∞

0

dr′ r′2δ
(

a − r′
)

∫

dΩ′ sin θ′
rl
<

rl+1
>

Pl (cos γ) [− sin ϕ~ex + cos ϕ~ey ]Nun nutzen wir die Entwicklung:
Pl (cos γ) =

4π

2l + 1

l
∑

m=−l

Y ∗
lm

(

θ′, ϕ′
)

Ylm (θ, ϕ)um die Legendre Polynome in Kugel�ächenfunktionen auszudrücken:
~A (~x) =

∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

µ0M0a
2

2l + 1

rl
<

rl+1
>

Ylm (θ, ϕ)

∫

dΩ′ sin θ′ [− sin ϕ~ex + cos ϕ~ey]Y
∗
lm

(

θ′, ϕ′
)Wir können nun l = 1 setzen, da wir einen linearen sin im Ergebnis erhalten unddie r<

r2
>

Abhängigkeit, was sonst nicht erreicht werden kann, bzw. da alle anderen Termeverschwinden. Somit folgt:
~A (~x) =

1
∑

m=−1

µ0M0a
2

3

r<

r2
>

Y1m (θ, ϕ)

∫

dΩ′ sin θ′ [− sin ϕ~ex + cos ϕ~ey ]Y
∗
1m

(

θ′, ϕ′
)Nun bleibt für das m nur die Möglichkeit die Werte 1, 0 oder − 1 anzunehmen. Wirbetrachten dies in Aufgabe 19 etwas ausführlicher, daher wollen wir hier nur auf dieseverweisen und gehen schnellen Schrittes weiter, wobei wir m = 0 wegwerfen und erhalten:2



~A (~x) =
µ0M0a

2

3

r<

r2
>

Y1,−1 (θ, ϕ)

∫

dΩ′ sin θ′ [− sinϕ~ex + cos ϕ~ey] Y
∗
1−1

(

θ′, ϕ′
)

+
µ0M0a

2

3

r<

r2
>

Y11 (θ, ϕ)

∫

dΩ′ sin θ′ [− sin ϕ~ex + cos ϕ~ey ]Y
∗
11

(

θ′, ϕ′
)Wir setzen die Terme für die Kugelfunktionen von unten ein und erhalten:

~A (~x) =
µ0M0a

2

8π

r<

r2
>

sin θe−iϕ

∫

dΩ′ sin θ′ [− sin ϕ~ex + cos ϕ~ey] sin θ′eiϕ′

+
µ0M0a

2

8π

r<

r2
>

sin θeiϕ

∫

dΩ′ sin θ′ [− sin ϕ~ex + cos ϕ~ey] sin θ′e−iϕ′Nun können wir weiter unter Verwendung der Eulerschen Identität ausrechnen, äqui-valent zur Aufgabe 19:
~A (~x) =

µ0M0a
2

8π

r<

r2
>

sin θe−iϕ [π~ey − iπ~ex]

∫ π

0

dθ′ sin3 θ′

+
µ0M0a

2

8π

r<

r2
>

sin θeiϕ [π~ey + iπ~ex]

∫ π

0

dθ′ sin3 θ′Nun können wir noch die θ- Integration ausführen und erhalten:
~A (~x) =

µ0M0a
2

6

r<

r2
>

sin θe−iϕ [~ey − i~ex]

+
µ0M0a

2

6

r<

r2
>

sin θeiϕ [~ey + i~ex]Nun nutzen wir wiederum die Eulersche Identität und schreiben weiter um:
~A (~x) =

µ0M0a
2

6

r<

r2
>

sin θ [~eϕ − i (sin ϕ~ey + cos ϕ~ex)]

+
µ0M0a

2

6

r<

r2
>

sin θ [~eϕ + i (sin ϕ~ey + cos ϕ~ex)]Die imaginären Terme verschwinden, durch gegenseitiges au�ösen und wir erhalten:
~A (~x) =

µ0M0a
2

3

r<

r2
>

sin θ~eϕMit ~A = Aϕ~eϕ folgt für den gesuchten Term:
Aϕ (~x) =

µ0

3
M0a

2 r<

r2
>

sin θwas zu zeigen war. 3



(b)Hier hilft der Ansatz:
∇× ~A = ~BEs gilt also:

~B = ∇× ~A = ~er
1

r sin θ

(

∂

∂θ
(sin θAϕ) −

∂Aθ

∂ϕ

)

+~eθ

(

1

r sin θ

∂Ar

∂ϕ
−

1

r

∂

∂r
(rAϕ)

)

+~eϕ
1

r

(

∂

∂r
(rAθ) −

∂Ar

∂θ

)Wobei wir das Vektorpotential für innen und auÿen aus Aufgabenteil a benutzen kön-nen:
~A (~x) =

µ0

3
M0a

2 r<

r2
>

sin θ~eϕ =
µ0

3
M0a

2 r<

r2
>

sin θ (− sin ϕ~ex + cos ϕ~ey)somit folgt:
~Aa (~x) =

µ0

3
M0

a3

r2
sin θ~eϕ

~Ai (~x) =
µ0

3
M0r sin θ~eϕFür die Komponenten folgt somit:

Aa,r = 0

Aa,θ = 0

Aa,ϕ =
µ0

3
M0

a3

r2
sin θund

Ai,r = 0

Ai,θ = 0

Ai,ϕ =
µ0

3
M0r sin θalso folgt für die magnetische Fluÿdichte ~B :

~Ba =
µ0

3
M0a

3

[

~er
1

r sin θ

(

∂

∂θ

(

1

r2
sin2 θ

))

+ ~eθ

(

−
1

r

∂

∂r

(

1

r
sin θ

))]

~Bi =
µ0

3
M0

[

~er
1

r sin θ

(

∂

∂θ

(

r sin2 θ
)

)

+ ~eθ

(

−
1

r

∂

∂r

(

r2 sin θ
)

)]

4



Nun können wir di�erenzieren und weiter umformen, somit folgt für die magnetischeFlussdichte innerhalb und auÿerhalb der Kugel:
~Ba =

µ0

3
M0

a3

r3
[~er2 cos θ + ~eθ sin θ]

~Bi =
2µ0

3
M0 [~er cos θ − ~eθ sin θ]19 Rotierende geladene KugelWir betrachten eine Kugel vom Radius a mit einer homogenen Ober�ächenladungsdich-te σ. Diese rotiert mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ω um eine Achse durch denKugelmittelpunkt.(a)Es ist zu zeigen, dass die Ladungsstromdichte ~j (~x) gegeben ist durch:

~j (~x) = σaω sin θδ (r − a)~eϕ (1)Wir betrachten die De�nition für die Ladungsstromdichte:
~j (~x) = ρ (~x)~v (~x) (2)Für den Geschwindigkeitsvektor gilt:

~v (~x) = ~ω × ~x = ωa sin θ~eϕ (3)Während die Ladungsverteilung durch:
ρ (~x) = σδ (r − a) (4)beschrieben werden kann, da wir eine Kugel vom Radius a mit der homogenen Ober-�ächenladungsdichte σ betrachten. Nun fügen wir (3) und (4) in (2) ein, um:

~j (~x) = σδ (r − a) ωa sin θ~eϕzu erhalten, wobei dies nach umstellen (1) entspricht, womit gezeigt wurde, dass diesdie Ladungsstromdichte für dieses Problem ist.(b)Das Vektorpotential ~A (~x) ist innerhalb und auÿerhalb der Kugel zu bestimmen, wobeidas Vektorpotential als:
~A (~x) =

µ0

4π

∫

d3x′
~j (~x′)

|~x − ~x′|5



de�niert ist. Wir setzen (1) ein und entwickeln 1

|~x−~x′| =
∑∞

l=0

rl
<

rl+1
>

Pl (cos γ) , wobei
cos γ = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos (ϕ − ϕ′) und ~eϕ = − sin ϕ~ex + cos ϕ~ey , dies führt auf:

~A (~x) =
µ0σωa

4π

∞
∑

l=0

∫

d3x′δ
(

r′ − a
)

sin θ′
rl
<

rl+1
>

Pl (cos γ)
(

− sinϕ′~ex + cos ϕ′~ey

)Nun nutzen wir die Entwicklung für das Legendre-Polynom:
Pl (cos γ) =

4π

2l + 1

l
∑

m=−l

Y ∗
lm

(

θ′, ϕ′
)

Ylm (θ, ϕ)Einsetzen von dieser liefert:
~A (~x) =

µ0σωa

4π

∞
∑

l=0

∫

d3x′δ
(

r′ − a
)

sin θ′
rl
<

rl+1
>

4π

2l + 1

l
∑

m=−l

Y ∗
lm

(

θ′, ϕ′
)

Ylm (θ, ϕ)
(

− sin ϕ′~ex + cos ϕ′~ey

)Nach Umformung:
~A (~x) =

∑

m,l

µ0σωa

2l + 1
Ylm (θ, ϕ)

∫

dr′ r′2
rl
<

rl+1
>

δ
(

r′ − a
)

∫

dΩ′ sin θ′Y ∗
lm

(

θ′, ϕ′
) (

− sinϕ′~ex + cos ϕ′~ey

)Wir wissen, dass wenn wir mit einem linearen sin eingehen, wir auch wieder diesenim Ergebnis erhalten müssen, daher müssen alle Terme l 6= 1 verschwinden (für dieLegendre-Polynome), da l = 0 eine 1 liefert und l > 1 Terme höherer Ordnung liefern.Wir setzen also l = 1.

~A (~x) =

1
∑

m=−1

µ0σωa

3
Y1m (θ, ϕ)

∫

dr′ r′2
r<

r2
>

δ
(

r′ − a
)

∫

dΩ′ sin θ′Y ∗
1m

(

θ′, ϕ′
) (

− sin ϕ′~ex + cos ϕ′~ey

)Hierauf folgend müssen wir die drei Fälle für m betrachten. Hierbei kann m = −1, 0, 1werden. Für die Kugel�ächenfunktionen gilt:
Y1,−1 =

√

3

8π
sin θe−iϕ undY ∗

1,−1 =

√

3

8π
sin θeiϕ

Y10 =

√

3

4π
cos θ undY ∗

10 =

√

3

4π
cos θ

Y11 = −

√

3

8π
sin θeiϕ undY ∗

11 = −

√

3

8π
sin θe−iϕ

6



Wir können den m = 0 Term wegwerfen, da wir sonst keinen linearen sin θ-Termerhalten würden. Unter Verwendung der Eulerschen Identität eiϕ = cos ϕ+i sin ϕ könnenwir einsetzen und erhalten:
~A (~x) =

µ0σωa

8π
sin θe−iϕ

∫

dr′ r′2
r<

r2
>

δ
(

r′ − a
)

∫

dΩ′ sin2 θ′
(

cos ϕ′ + i sin ϕ′
) (

− sin ϕ′~ex + cos ϕ′~ey

)

+
µ0σωa

8π
sin θeiϕ

∫

dr′ r′2
r<

r2
>

δ
(

r′ − a
)

∫

dΩ′ sin2 θ′
(

cos ϕ′ − i sin ϕ′
) (

− sin ϕ′~ex + cos ϕ′~ey

)Jetzt können wir ausrechnen, wobei die gemischten Terme cos ϕ′ sin ϕ′ wegfallen, dadie Integration von 0 bis π für diese 0 liefert:
~A (~x) =

µ0σωa

8π
sin θe−iϕ

∫

dr′ r′2
r<

r2
>

δ
(

r′ − a
)

∫

dΩ′ sin2 θ′
(

cos2 ϕ′~ey − i sin2 ϕ′~ex

)

+
µ0σωa

8π
sin θeiϕ

∫

dr′ r′2
r<

r2
>

δ
(

r′ − a
)

∫

dΩ′ sin2 θ′
(

cos2 ϕ′~ey + i sin2 ϕ′~ex

)Von hier aus können wir die Integration über ϕ′ ausführen, dies liefert:
~A (~x) =

µ0σωa

8π
sin θe−iϕ

∫

dr′ r′2
r<

r2
>

δ
(

r′ − a
)

∫ π

0

dθ′ sin3 θ′ (π~ey − iπ~ex)

+
µ0σωa

8π
sin θeiϕ

∫

dr′ r′2
r<

r2
>

δ
(

r′ − a
)

∫ π

0

dθ′ sin3 θ′ (π~ey + iπ~ex)Die θ′ Integration führt auf:
~A (~x) =

µ0σωa

8π
sin θe−iϕ

∫

dr′ r′2
r<

r2
>

δ
(

r′ − a
) 4

3
π (~ey − i~ex)

+
µ0σωa

8π
sin θeiϕ

∫

dr′ r′2
r<

r2
>

δ
(

r′ − a
) 4

3
π (~ey + i~ex)Nun können wir umformen und erhalten:

~A (~x) =
µ0σωa

6
sin θ (cos ϕ − i sin ϕ) (~ey − i~ex)

∫

dr′ r′2
r<

r2
>

δ
(

r′ − a
)

+
µ0σωa

6
sin θ (cos ϕ + i sin ϕ) (~ey + i~ex)

∫

dr′ r′2
r<

r2
>

δ
(

r′ − a
)Wenn wir dies umschreiben und ausnutzen, dass ~eϕ = (− sinϕ~ex + cos ϕ~ey) gilt, folgt:

~A (~x) =
µ0σωa

6
sin θ [~eϕ − i (cos ϕ + sin ϕ)]

∫

dr′ r′2
r<

r2
>

δ
(

r′ − a
)

+
µ0σωa

6
sin θ [~eϕ + i (cos ϕ + sin ϕ)]

∫

dr′ r′2
r<

r2
>

δ
(

r′ − a
)

7



Hierbei zerstören sich die Terme −i (cos ϕ + sinϕ) + i (cos ϕ + sin ϕ) = 0 und wirerhalten:
~A (~x) =

µ0σωa

3
sin θ~eϕ

∫

dr′ r′2
r<

r2
>

δ
(

r′ − a
)Wir zur Fallunterscheidung, wobei wir den Fall innerhalb ~Ai (~x) (r < a) und auÿerhalb

~Aa (~x) (r > a) der Kugel unterscheiden. Zuerst rufen wir uns die De�ntion von r< und
r> ins Gedächtnis, für diese gilt:

r< =

{

r a < r

r′ r < a

r> =

{

r′ r > a

r a > rSomit folgt:
~Aa (~x) =

µ0σωa

3
sin θ~eϕ

∫

dr′ r′2
r′

r2
δ
(

r′ − a
)

~Ai (~x) =
µ0σωa

3
sin θ~eϕ

∫

dr′ r′2
r

r′2
δ
(

r′ − a
)Wir lösen die Integrale für r′ und erhalten:

~Aa (~x) =
µ0σω

3

a4

r2
sin θ~eϕ

~Ai (~x) =
µ0σωar

3
sin θ~eϕ(c)Für die Magnetische Fluÿdichte ~B gilt:

∇× ~A = ~BWir nutzen den Ansatz:
~B = ∇× ~A = ~er

1

r sin θ

(

∂

∂θ
(sin θAϕ) −

∂Aθ

∂ϕ

)

+~eθ

(

1

r sin θ

∂Ar

∂ϕ
−

1

r

∂

∂r
(rAϕ)

)

+~eϕ
1

r

(

∂

∂r
(rAθ) −

∂Ar

∂θ

)für das äuÿere Potential gilt:
Aa,r = 0

Aa,θ = 0

Aa,ϕ =
µ0σω

3

a4

r2
sin θ8



für das innere Potential gilt:
Ai,r = 0

Ai,θ = 0

Ai,ϕ =
µ0σωar

3
sin θNun müssen wir nur noch einsetzen und ausrechnen, es folgt also nach dem Einsetzen:

~Ba =
µ0σωa4

3

[

~er
1

r sin θ

(

∂

∂θ

(

1

r2
sin2 θ

))

+ ~eθ

(

−
1

r

∂

∂r

(

1

r
sin θ

))]

~Bi =
µ0σωa

3

[

~er
1

r sin θ

(

∂

∂θ

(

r sin2 θ
)

)

+ ~eθ

(

−
1

r

∂

∂r

(

r2 sin θ
)

)]Berechnung der Di�erentiale und umformen, führt zu:
~Ba =

µ0σω

3

a4

r3
[2 cos θ~er + sin θ~eθ]

~Bi =
2µ0σωa

3
[~er cos θ − ~eθ sin θ]Dies sind die magnetischen Fluÿdichten ~B innerhalb und auÿerhalb der Kugel.(d)Zu zeigen ist, dass sich auÿerhalb der Kugel das Feld eines magnetischen Dipols mit:

m =
4π

3
σωa4beschreiben lässt. Hierzu betrachten wir die Formel für ~B (~x) :

~B (~x) =
µ0

4π

3~n (~n · ~m) − ~m

|~x|3Als alternativen Weg können wir auch die Formel für ~A (~x) betrachten:
~A (~x) =

µ0

4π

~m × ~x

|~x|3Nun nutzen wir den Ansatz für ~B (~x) , es folgt, mit unserem Ergebnis aus (c):
~Ba (~x) =

µ0

4π

3~n (~n · ~m) − ~m

|~x|3
=

µ0σω

3

a4

r3
[2 cos θ~er + sin θ~eθ]Mit ~x = r~er und ~n = ~er, somit folgt:

9



3~er (|m| cos θ) − ~m =
4πσωa4

3
[2 cos θ~er + sin θ~eθ]Dies liefert, mit ~er = cos ϕ sin θ~ex + sin ϕ sin θ~ey + cos θ~ez und ~eθ = cos ϕ cos θ~ex +

sin ϕ cos θ~ey − sin θ~ez:
2~m =

4πσωa4

3
[2 cos θ (cos ϕ sin θ~ex + sin ϕ sin θ~ey + cos θ~ez) + sin θ (cos ϕ cos θ~ex + sin ϕ cos θ~ey − sin θ~ez)]Umformung liefert:

2~m =
4πσωa4

3

[

3 sin θ cos θ cos ϕ~ex + 3 sin θ sin ϕ cos θ~ey +
(

2 cos2 θ − sin2 θ
)

~ez

]Betrachten wir nun den Betrag, so folgt das gewünschte Ergebnis:
m =

4πσωa4

3Betrachten wir nun alternativ den Weg über das Vektorpotential:
~A (~x) =

µ0

4π

~m × ~x

|~x|3
=

µ0σω

3

a4

r2
sin θ~eϕEs folgt:

1

4π

(m r sin θ~er)

r3
=

σω

3

a4

r2
sin θ~eϕKürzen führt auf:

m~er =
4πσωa4

3
~eϕNun betrachten wir noch den Betrag, es folgt, da der Betrag der Einheitsvektoren 1liefert:

m =
4πσωa4

3Das gewünschte Ergebnis, wobei dieser Weg für dieses Problem e�zienter, da schneller,erscheint.
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