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15 Flachenladung

Wir betrachten eine Kugel des Radius a, mit der Fliachenladung:

o (a,8,0) = ogsin®f cos 2¢ (1)

auf der Oberfliche der Kugel, wobei og eine Konstante darstellt. Wir bestimmen das
Potential innerhalb und ausserhalb der Kugel. Fiir das Potential gilt mit dem allgemeinen
Ansatz:

00 1
6.0.0) =3 > [Awr' + Bunr ™V Vi (0,9)
=0 m=-—1

Es gilt A¢ = 0, da nur die Oberfliche der Kugel geladen ist und im restlichen Raum
keine Ladung existiert. Wir unterscheiden die zwei Fille des inneren Potentials ¢; und
des dufseren Potentials ¢, mit den Ansétzen:

[e'e) l

qbi = Z Z [Almrl + Blmr_(l+1)] : Yim (97 (10)
=0 m=-1
0 l

¢a - Z Z [Clmrl + Dlmr_(H—l)] : lem (97 90)

=0 m=-1
Der Innenraum muss ungeladen sein, da die Ladung nach aussen strebt, d.h. aber, dass
im Ursprung das Potential nicht unendlich sein kann, da dort keine Ladung ist. Lassen
wir jedoch r» — 0 laufen, so wird der By,r~U*Y Term gegen ”"co0” streben, also muss
By, = 0 sein. Fiir das dufere Potential folgt die Vereinfachung, dass Cp,, = 0 gelten
muss, da sonst im Unendlichen das Potential gegen ”o0” streben wiirde. Somit erhalten
wir die durch die Randbedingungen vereinfachten Ansétze:

o) l
Gi=_ > A Yim (0,9) (2)

1=0 m=-1



00 l
o = Z Z Dlmr_(H_l) “Yim (07 90) (3)

=0 m=—1
Nun gilt, da das Potential stetig sein muss an der Oberfliche der Kugel:

bi ((1, 07 (10) = ¢CL ((1, 07 (10) (4)
An der Kugeloberfliche kommt es zum Sprung der ¥ — Komponente des E - Feldes,
somit gilt also:

9, 99q g

- — = — 5
or ’a or ‘[ﬁ €0 ( )
Nun kénnen wir nachdem wir (2) und (3) partiell nach r abgeleitet haben in (5)

einsetzen und erhalten mit (1):

00 l
1

E E [lAlmrl_l +(+1) Dlmr_(l”)} Yim (0,0) = —00 sin? 6 cos 2¢
0

1=0 m=-1

Nun finden wir fiir den Ausdruck sin® 6 cos 2¢ = 24/2Z (Ya2 (0, ¢) + Y22 (0, ¢)), wobei

Yoo (0, ) = 11/22 sin? 0e™*?, dies kénnen wir nun einsetzen:

S0 St [MAma ™ + (14 1) Dipa™ 2] - Yy, (6, )

0021/ 3F (Yaz (6, ) + Y,-2 (6, ¢))

Nun kénnen wir beide Seiten mit Y7, (6, ) multiplizieren und iiber f027r dy fow df sin 6
integrieren und erhalten:

S [lAma ™+ (1 + 1) Dy 2] (27 dg [T d6 sin 6Y,, (6, ) YiF o (0,0)

L0024/ 22 [T dy [ dO sin 0 (Yaz (0, ¢) + Ya,—2 (0,9)) Vi, (0,9)

Nun konnen wir die Orthogonalitétsbedingung nutzen:

/ d2 Yi*m (07 90) Yirm (07 90) = 5l,l’5m,m’

Somit folgt:

S [1Ama =+ (14 1) D™ 2] 616

200 ?—’g (82,11 82,m' + 02,16 _2,m) ©

€0



Nun vergleichen wir die Koeffizienten, mit (4) folgt:

Alm = Dlma_(zH—l) (7)

bzw.

Dy, = A’4l7na2l+1 (8)
Einsetzen von (7) in (6) liefert:

S Dy [la™ @0l 4 (14 1) = D] 6106,

200 ?—’g (5271’52,771’ + 52,l’5—2,m’) ¥

€0

Hierbei erhalten wir nur ein Dy, fiir [ = I’ und m = m’. Nun gilt jedoch, dass Dy, fiir
alle I’ # 2 eine 0 liefert, somit muss also [ = I’ = 2 gelten. Zudem erhalten wir eine 0 fiir
alle Werte m = m/ # 2, —2. Wir betrachten also die zwei Félle Dy _9 und Dy », fiir diese
folgt mit (9) :

200 [2mat
Dy_g=220 /220 10
227" V155 (10)
200 [2ma*
Dy, — 200 [ZT 0 11
22 o V155 (11)

Nun kénnen wir (10) und (11) in (3) einsetzen und erhalten:

Ga = D17 Yoo (0,0) 4+ Do a1 Yo _5(0,9)

fiir das duflere Potential. Nun kénnen wir dies noch explizit angeben, somit folgt:

4 4
oo a® _q . . oy a4 _q . e
bg = ——r 3sin? 9e'?P — L —r3sin? fe 2%
2¢9 O 2¢p 5
4 2¢ —12¢
opa* _g . e¥ —e
o ——r3sin? | ———
€ O 2
. 0120 _p—i2p
Mit cos 2¢p = ( “————) folgt nun:
4
g a .
bo = ——3 sin? 6 cos 2¢
560 T

Betrachten wir nun das innere Potential, wobei wir (8) in (6) einsetzen, um:

Z?io an:—l Alm [lal_l + (l + 1) a2l+1a_(l+2)] 61,1’5m,m’

200 ?—’g (82,11 82,m' + 02,16 _2,m) 12

€0



zu erhalten. Wie fiir bereits das dufsere Potential besprochen, brauchen wir nur die
zwei Koeffizienten Ap _9 und A5 zu betrachten, da die anderen Koeffizienten alle ver-
schwinden. Fiir diese zwei Koeffizienten folgt aus (12) :

200 /27 1
Ay o =220 /20 2 13
2727 "V 155a (13)
200 /27 1
Ago = 20 /28 — 14
227 "¢ V1554 (14)

Nun fithrt (13) und (14) in (2) auf:

¢i = Asor? Yoo (0,0) + Ag_o1? - Yo _5 (0, )

Setzen wir die expliziten Ausdriicke ein, so folgt:

dies konnen wir jedoch zu:

00 7‘2 9 622'4,0 _ 6—22'4,0
¢ =——sin"0 | ———
560 a 2

umformen. Somit gilt also fiir das innere Potential:
2
oo 7,
o; = 20 " sin?fcos 2¢p
9€g a

Fiir das innere und dufsere Potential folgt mit der Herleitung von oben:

ao 7‘2 . 92
¢i (1,0, ) = —— sin® 0 cos 2¢
D€ a

O-O CL4 .92
Ga (r,0,0) = By 3 sin“ # cos 2

Wobei fiir das innere Potential r < a und fiir das dufere Potential > a gelten muss,
wodurch wir auch keine Unendlichkeit erhalten.

16 Dielektrikum

Wir betrachten zwei konzentrische leitende Kugeln vom Radius a bzw. b mit b > a. Auf
diesen Kugeln befindet sich die Ladung +@Q bzw. —Q. Der Raum zwischen den Kugeln
ist zur Hélfte mit einem Dielektrikum der Dielektrizitdtskonstanten e gefiillt.



(a)

Wir bestimmen das elektrische Feld E = —V ¢ zwischen den Kugeln, also fiir a < r < b.
Wir benutzen den allgemeinen Ansatz:

00 l

6.0,0) = D" A + BV - Vi (0,0)
=0 m=—I

Da es sich um eine azimutale Symmetrie handelt, vereinfacht sich das Problem zu:

[e.9]

¢ (r,0) = Z [Alrl + Blr_(l+1)] - P (cos )
=0
Da das Potential auf der Oberfliche der inneren und &uferen Kugelschale konstant
sein muss, darf keine § Abhéngigkeit auftreten, dies ist jedoch nur der Fall fiir [ = 0, da
fiir [ # 0 die Legendre-Polynome eine #-Abhéngigkeit besitzen. Somit folgt also:

¢(7”):A0+T

Fiir das E — Feld folgt somit:
z
E - BOT_3
Wobei nun noch der Koeffizient By zu bestimmen ist. Nun gilt fiir die elektrische
Verschiebung:

mit:

g mit —m<0<0
€(f) = )
e mit0<O<nr

wobei € () die Winkelabhéngigkeit der Konstanten angibt, wobei wir den Bereich mit
und ohne Dielektrikum somit unterscheiden kénnen. Somit gilt aber auch fiir die radiale
Komponente:

Zwischen den Kugelschalen gilt nun aus [d®z V- E = fd%fg)) & [dBxV-e(F)E =
Q:

/d3xV-5:Q:>/er2Dr=Q

Einsetzen von D, liefert nun:



0

1
/dQBoe(H):Q<:>27rBO <€0/ dcos@+e/ dcos6’> =Q
0

-1

Somit folgt also fiir den Koeffizienten By :

By = L
27 (e + €o)
Nun konnen wir in unsere Gleichung fiir das elektrische Feld einsetzen und erhalten:
F._ @ =
27 (e + €o) 13
Dies entspricht also:
B Q )

2712 (e + eo)r

(b)
Um die Verteilung der Oberflichenladung auf der inneren Kugel zu bestimmen, unter-
scheiden wir die Falle fiir den Bereich mit dem Dielektrikum und den Bereich ohne das

Dielektrikum,wobei allgemein gilt:

i (E2_E1) - 6(91?6)254r - EZE)

Somit folgt, wenn wir die radiale Komponente betrachten und mit e () multiplizieren:

ek, =D, =0
Nun folgt also mit D, = € () %, fiir das Dielektrikum:
UG:L,mz‘togegw
2772 (e + €9)

und fiir das Vakuum:

Qeo

Oy ==—5——,mit —1<60<0
O 2712 (e+ €) -

Dies sind die Oberflichenladung auf der inneren Kugel.

17 Flache
(a)

Wir betrachten die von der ebenen Kurve C umschlossene Fléiche gc = Scfi, mit 7@ der
Flachennormalen, fiir diese soll gezeigt werden, dass:



. 1 .
S(jz——j{dle
2 Je

gilt. Hierzu benutzen wir den Stokesschen Satz mit geeignetem /f, es gilt:

ﬁdfxf:/gc<d§xV)xf

aus dem allgemeinen Stokesschen Satz:

/gcd§-<VxE):]§Cdf-E

Mit diesem Ansatz folgt im Komponentenschreibweise:
/ (d§ X V) X T = / €ijk dSZ(‘)] (ék X .’ff) = / €ijk dSiajeklm xlgm
Sc Sc Sc

Nun kénnen wir umstellen und €51 €xm = 010m — dim0j; verwenden und erhalten:

/ €ijk AS;i0j€kim T1€m = / (0i16jm — dim0j1) dS;0jx 1€
SC SC

= dSZé)]xzéj — dSZc‘)]a;]éZ
Sc

Der erste Term verschwindet fiir alle Falle i # j, wihrend fiir den zweiten Term
22:1 djx; = 3, gilt, somit folgt also:

0;;dS;€; — 3dS;€; = dS;e; —3dS;e; = —2 dS;€;
Sc Sc Sc

Somit folgt also, wenn wir dies in unseren Ansatz einsetzen:

jédfxf:/ (d§xv)xf:—2/ a5
C Sc Sc

nun kénnen wir noch mit —% multiplizieren und die rechte Seite integrieren und erhal-
ten:

. 1 -
SCZ__}{lef
2 Je

was zu zeigen war.



(b)
Wir betrachten eine Ellipse mit den Halbachsen a und b mit a > b. Wir bestimmen die
Flache der Ellipse mit Zentrum im Ursprung, hierzu 16sen wir das Linienintegral:

-

wobel wir x = a - cosp und y = b - sinp als Parametrisierung wihlen. Somit folgt
dxr = —a -sinpdp und dy = b - cos p dp, wir setzen ein und erhalten:

j{dgp (ab - cos? ¢ + ab - sin? gp)

Wir kénnen ab, da es von ¢ unabhéngig ist aus dem Integral ziehen und den trigono-
metrischen Pythagoras auf das Integral anwenden und erhalten:

aby{dgo
\s*c(:'—%]éc...‘

. . . . 2
Also kénnen wir auch schreiben, wobei f = foﬂ:

2T
Sc:a—b/ dy
2 Jo

Nun gilt, wie in (a) gezeigt:

Also folgt fiir die Fldche der Ellipse:

Sc = mab



