
Theoretische Physik III Übungszettel 4Heiko Dumlich, Max Ho�man14. Mai 200610 Spiegelladung IIDas Potential φ zweier unendlich ausgedehnter Linienladungsdichten λ und λ′ in einemzylindrischen Koordinatensystem lautet:
φ (r) = − 1

2πε0

[

λ′ ln rλ′ + λ ln rλ

]wobei rλ =
√

r2 + h2 − 2rh cos ϑ und rλ′ =
√

r2 + h′2 − 2rh′ cos ϑ. Als Randbedingungmuss das Potential bei einem Radius r = a konstant sein, dass heiÿt auch unabhängigvom Winkel sein.
∂ϑφ|r=a =

1

2πε0

[

2rh′λ′ sin ϑ

r2 + h′2 − 2rh′ cos ϑ
+

2rhλ sin ϑ

r2 + h′2 − 2rh cos ϑ

]

!
= 0

⇔ h′λ′

(

r2 + h − 2rh cos ϑ
)

= −hλ
(

r2 + h′2 − 2rh′ cos ϑ
)Der jeweils letzte Term unterscheidet sich nur durch λ′ bzw. λ. Da die anderen Termekonstant sind und die Identität für jedes ϑ gelten muss, gilt −λ = λ′.

⇒ h′

(

r2 + h2
)

= h
(

r2 + h′2
)

⇔ r2 + h′2

h′
=

r2 + h2

h

⇔ r2

h′
+ h′ =

r2

h
+ h

⇔ r2
(

1

h′
− 1

h

)

= h − h′

⇔ r2 (h − h′
)

=
(

h − h′
)

hh′

⇒ h′ =
r2

hSomit folgt für das Potential :
φ (r) =

λ

2πε0
ln

(

a2

r2
λ

)
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11 Erweiterte Legéndre Polynome11.1 uDie gegebene Di�erentialgleichung
(

1 − x2
)

P ′′

l − 2xP ′

l + l (l + 1) Pl = 0ist m-mal abzuleiten. Dafür ist es nützlich zunächst kompakte Ausdrücke für die m-teAbleitung jedes auftretenden funktionalen Zusammenhangs zu bilden.
u ≡ dm

dxm
Pl = P

(m)
l

dm

dxm
(xPl) =

dm−1

dxm−1

(

1xP ′

l + Pl

)

=
dm−2

dxm−2

(

2xP ′′

l + P ′

l

)

=
dm−3

dxm−3

(

3xP ′′′

l + P ′′

l

)

= . . .

= mxP
(m)
l + P

(m−1)
lDer xPl Ausdruck ist etwas schwieriger zu �nden.

dm

dxm

(

x2Pl

)

=
dm−1

dxm−1

(

2xPl + x2P ′

l

)

=
dm−2

dxm−2

(

2Pl + 4xP ′

l + x2P ′′

l

)

dm−3

dxm−3

(

6Pl + 6xP ′

l + x2P ′′

l

)

=
dm−4

dxm−4

(

12Pl + 8xP ′

l + x2P ′′

l

)Der Koe�zient bei dem 2. Term erhöht sich bei jeder Ableitung um 2. Der 1. Koe�-zient erhöht sich bei jeder Ableitung um den vorherigen 2. Koe�zienten. Als rekursiveDe�nition könnte man für die Koe�zientenfolge daher auch schreiben:
a0 = 0; an = 2n + an−1

an = 2n + an−1 = 2n + 2 (n − 1) + an−2 = 2n + 2 (n − 1) + 2 (n − 2) + an−3 = . . .Durch ein paar Umformungen �ndet man auch einen geschlossen Ausdruck:
an = 2n2 − 2

n
∑

i=0

i = 2n2 − 2
1

2
n (n − 1) = 2n2 − n2 − n = n (n − 1) .

⇒ dm

dxm

(

x2Pl

)

= m (m − 1) P
(m−2)
l − 2xP

(m−1)
l + x2P

(m)
l .Leitet man obige Gleichung wie erläutert m-mal ab, bleibt die rechte Seite nach wievor 0 und man erhält:

0 = u′′ − m (m − 1) u − 2mxu′ − x2u′′ − 2
[

mu + xu′
]

= u′′

(

1 − x2
)

− u′2x (m + 1) + u
(

l2 + l − m2 − m
)

= u′′

(

1 − x2
)

− u′2x (m + 1) + u (l − m) (l + m + 1)
√
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11.2 vDie zugeordneten Legéndreschen Polynome sind die de�niert als v = (−1)m
(

1 − x2
)m/2

u.Um die Gültigkeit des Ansatzes zu überprüfen sind zuerst v′ und v′′ zu bilden und in dieGleichung
0 =

(

1 − x2
)

v′′ − 2xv′ +

[

l (l + 1) − m

1 − x2

]einzusetzen.
v

(−1)m (1 − x2)m/2
= u

v′

(−1)m (1 − x2)m/2
= u′ − u · m

2
· x

1 − x2

v′′

(−1)m (1 − x2)m/2
= u′′ − u′ · 2mx

1 − x2
+ u · 2mx2 (m/2 − 1)

(1 − x2)2Nun gilt es nur noch einzusetzen und auszurechnen.
0 =

(

1 − x2
)

[

u′′ − u′ · 2mx

1 − x2
+ u · 2mx2 (m/2 − 1)

(1 − x2)2

]

−2x

[

u′ − u · m

2

x

1 − x2

]

+

[

l (l + 1) − m

1 − x2

]

u

0 =
(

1 − x2
)

u′′ − u′2x (m + 1)

+u

[

l (l + 1) − m · mx2 − 2x2 + 1 + x2 + m

1 − x2

]

0 =
(

1 − x2
)

u′′ − 2x (m + 1) u′ +
[

l (l + 1) − m2 − m
]

u

0 =
(

1 − x2
)

u′′ − 2x (m + 1) u′ + (l − m) (l + m + 1) uMan erhält wieder die Zwischengleichung. Dadurch wurde gezeigt, dass der Ansatz derzugeordneteten Legéndrepolynome die erweiterte Legéndresche Di�erentialgleichugerfüllt.
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