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31 Lorentz-Boost |

Es ist zu zeigen, dass die zweifache Anwendung eines LORENTZ-Boosts in die gleiche
Richtung mit den Geschwindigkeiten v; und ve einer einfachen Anwendung in die selbe
Richtung mit der Geschwindigkeit % entspricht.

Man lege das Koordinatensystem oBdA so, dass die beiden Boosts in z-Richtung zei-

gen. Dann lauten die beiden Boosts ausgeschrieben:

m  —Bm 0 0

_ 6 om0 0
A= 0 0 10
0 0 0 1

Yo o =By 0 O

A — —B2v2 2 0 0
2 0 0 10
0 0 0 1



Die Anwendung beider entspricht dann gerade dem Produkt der beiden Matrizen:

My (L+B8162) =y (Bi+p62) 0 0
— + 1+ 0 0
A=Ady = Y1Y2 (51 B2) M2 ( ; B152) -
0 0 0 1
v =By 00
_ =By v 00
- 0 0 1 0
0 0 0 1

Man betrachte den (0, 0)-Eintrag:

Und fiir v = 172 (1 + B152) folgt:

B c\/l (7172 1+ﬂ1ﬁ2))

(1-p) (0 -5)
(1 + B162) (1+ B12)

_ \/1+ﬁ1ﬁ2 (1+5162) — (1—05%) (1—p3)

= /1 —

L+ B162) (1 + B152)
_ \/1—1—261ﬁ2—1+ﬁl + B3 + 152182 — Bif53
(14 B162) (1 + 5152)
_ CV 26162 + 57 + 3
(14 B182) (1 + B12)
_ (81 + B2)?
(1+ 6152)°
_ c(Brt+ )
1+ 152
o V1 + vy
14 vv/c?

Da g und ~ durch v = \/11_? in einer festen Beziehung stehen, gilt der gleiche Zusam-
menhang auch fiir den (1,0)- und den (0, 1)-Eintrag.



32 Lorentz-Transformationen

(a)

Es ist zu zeigen, dass die Drehmatrizen S und die Boost-Matrizen K den Gleichungen:

—

(¢-8)°=-&5 (¢ R)'=¢ R

geniigen, mit € und € beliebigen rdumlichen Einheitsvektoren.
Es gilt fiir die Vektoren:

(S ) K
S=| 8 |, FK=|kK
Sy K>

Wir kénnen nun die rdumlichen Einheitsvektoren abarbeiten, wobei wir von x iiber y
nach z wandern werden, somit folgt:

000 0\°
S a0 3 | 000 O
(Ex's) =) =19 0 0 -1
0 01 0
Nun kénnen wir dreimal die Matrix S; multiplizieren:
0 0 0 O 000 O 00 0 O 0 0 O 0
0 00 O 000 O 00 0 O _ 0 0 O 0
0 0 0 -1 00 0 -1 00 0 -1 o 0 0 -1 0
0 01 0 001 O 001 O 00 0 -1
00 0 O
100 0 0| o3
=loo o 1 |=7=5
00 -1 0
Fiir Fall fiir Sy folgt:
0O 0 0O 0O 0 00 0O 0 00 0O 0 0 O 0
0O 0 01 0O 0 01 0o 06 o1} _ 10 -10 0 0
0O 0 0O 0O 0 00 0 0 ool |0 o0 0 O 0
0 -1 0 0 0 -1 0 0 0 -1 0 0 0O 0 0 -1 0
00 0 O
000 -1 _ 3
“looo o |~ =%
01 0 O

o O O O

o O O

o O O O

o O O O

o O = O



Zum Schluss fiir die Drehmatrizen S betrachten wir S3 :

00 0 0 00 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0
00 -1 0 00 -1 0 00 -10]| [0 -1 0 0 0
01 0 0 01 0 0 01 0 of o o —-10 0
00 0 0 00 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0
0 0 00
o0 1o | o
=lo 100 |= =%
0 0 00

womit die Giiltigkeit der Formel fiir die Drehmatrizen gezeigt ist, da wir die einzelnen
Komponenten nun auch wieder zusammenfassen konnten, es gilt also:

(5.5)3 .

fiir beliebigen rédumlichen Einheitsvektor €.
Betrachten wir nun den Fall fiir die Lorentz-Boosts, so folgt fiir K :

3

01 00
o 2\ 3 | 1000
(& K) =0 = 4 g o o
00 00
Matrizenmultiplikation liefert:
01 00 01 00 0100 10 00 01 00
10 00 10 00 1000 0100 1 0 00
0 0 0 O 00 00 000O0O] | 0O0OO0OTDO 00 00
0 0 0O 00 0O 0 0 0 O 0 0 0O 00 0O
01 00
o000} _ . .3
“loo0 oo |TK=E
00 0O
Wir betrachten den Fall fiir Ky :
0010 0010 0010 10 00 0010
0 0 0O 00 0O 000O0] [0O0O0O0O 00 0O
10 00 1 0 00 1000 JOOT1O0 1 0 00
0 0 0O 00 00 0 0 00 0 0 0O 00 0O

o= O O

o O O o



0010
0000 _ . 3
Sl 1000 |7
0 00O
Und zum Schluft den Fall fiir K3 :
0 001 0 0 01 0 001 10 00 0 0 01
0 00O 0000 000O0] | 0O0O0OTO 0000
0 00O 000O0]'"fOOOO] [O0O0O0OO0 0000
10 00 10 0 0 10 00 0 001 1 0 00
0 001
0000 _ . .3
“loooo |7
1 0 00

womit also auch die Giiltigkeit der Formel fiir die Lorentz-Boosts gezeigt ist, da wir
auch hier wieder die einzelnen Komponenten wieder zusammenfassen kénnten, es gilt
also:

—

3 L,
(a : K) -7 K,
fiir beliebigen raumlichen Einheitsvektor €.

(b)
Es ist unter Verwendung von (a) zu zeigen, dass

—

, . o\ 2
e CE R =1 _¢.Ksinh( + (EK) (cosh¢ —1).

oco "

Wir nutzen die Reihenentwicklung der e-Funktion (ez =20 H) und wenden diese

auf unser Problem an:
e—fe”?zlJr%(—CE-K)Jr%(—CE-I?)QJr%(—gé’-K)3+l(—<é’-K)4+...

—\ 3 —
Nun kénnen wir das in Aufgabenteil (a) gefundene ausnutzen, wobei (é’ . K) =K,

wir setzen dies ein und erhalten:

1

g(_g.ﬁ)g3+%(—é-l€’)2g4+...

e‘CE'R:1+%(—gé’-l?)Jr%(—(E’-l?)er

Nun koénnen wir, da nur noch lineare und quadratische Terme in der gesamten Reihe
vorkommen umschrieben zu:



. 3 5 . 2 4 6
e K =1-¢.K <<+C—+%+ >+(€’-K)2 <C2,+C—+%+ )

m2n+1

Wobei fiir die Reihen Entwicklung fiir den sinh( ) =Yoo Gt — L+ @—? + gg—T +...

und fiir den cosh (z) = >0, (2n) =1+ 2. + 2 4, + % 6, + ... gilt. Nun sehen wir sofrt,
dass wir diese bei uns einfiigen konnen, wobei wir beim zweiten Term eine 0 hinzufiigen,
indem wir 1 — 1 addieren, wir kdnnen also umschreiben zu:

L - N\ 2
e—CE'Kzl—é’-KsinhC—i-(g'K) (cosh¢ —1).

Was zu zeigen war.

33 Lorentz-Boost ||

(a)

Wir betrachten ein Inertialsystem K, mit verschwindendem elektrischen Feld (E = 0)
Wir fithren nun einen Lorentz-Boost mit in z-Richtung mit konstanter Geschwindigkeit
v durch. Es sind die Beziehungen anzugeben, die die im sich geradlinig gegeniiber K
bewegenden Inertialsystem K’ konstant angenommenen elektrischen und magnetischen
Felder erfiillen.

Wir fithren den Boost durch mit der Transformationsmatrix A*’ "

Yy =By 00

A | By 00
o 0 0 10
0 0 01

und der Feldstarke F*¥ :

E, B. 0 —-B,
E, -B, B, 0

Zudem gilt wegen dem Boost in z-Richtung:

X0 — 7(Xo_ﬁXl)
X1 = ,7(_ﬁXO_X1)

Somit folgt also, indem wir die einzelnen Elemente der Feldstéirke ablaufen, wobei wir
die Transformationsmatrix anwenden:



_Elx :F’Ol — AoaAl BFOéﬁ
— Aoa (_B,YFaO —l-’YFal)

22700 | 422 10, 2 01 2 pll
B B’YE/—FB’YE/—WE/ 675/

~E, = —*(1-8)E,
E, = B,

=0

Mit E = 0 ist die z-Komponente auch 0, d.h. in x-Richtung wirkt in keinem der
Bezugssysteme eine E-Feld, dies folgt aber auch daher, dass wir den Boost in die z-

Richtung gelegt haben. Es gilt fiir £, = 0, somit folgt:
E. =0

Es folgt fiir die y-Komponente:

—E; :F’OQ — AoaA2,BFaﬁ

mit F, = 0 folgt also:

Eé/ = —v06B,.

Betrachten wir nun die z-Komponente:

—E; _ F/03 _ AO aA3 gFa’B
— AO o (Fa?))

=—F, =By
_Eé = _’YEZ - B’YBy

mit £, = 0 folgt somit:

E. =BB,,.



Insgesamt folgt also fiir das elektrische Feld im bewegten Bezugssystem:

0
E,:/B’Y - BZ )
By

das elektrische Feld im bewegten Bezugssystem resultiert also aus dem magnetischen
Feld des “ruhenden” Bezugssystems. Hierbei ist B = const.

Betrachten wir nun das magnetische Feld B'im bewegten Bezugssystem. Hierbei folgt
fiir die Komponenten, wobei E=0:

B, = B,
Bé = 1By
B, = 4B,
Also fiir das magnetische Feld:
B,
B = vBy
VB

(b)

Es ist zu zeigen, dass wenn in einem Inertialsystem die elektrischen und magnetischen
Felder senkrecht zu einander stehen, es ein anderes Inertialsystem gibt, bei dem das
elektrische Feld verschwindet. Es ist zudem die Relativgeschwindigkeit zu bestimmen,
mit der sich die beiden Inertialsysteme bewegen.

Es gilt £1B und hieraus soll folgen, dass E’ = 0.

Fiir die Beziehungen zwischen den Systemen gilt:

L . D S
Ej = &, Ej_:'7<EJ_+EXB)

_, _ _, _ v _
B|,|:B||, Bj_:’)/(BJ_—EXE)

Und die Bedingungen an die Felder sind:

Il
jsoh

|~FE1_
||-|-§J_

= oo &
=l
o

Betrachten wir zuerst den Speziallfall v = 0, fiir diesen darf das E'-Feld nicht ver-
schwinden, es folgt:



Eﬁ:E||, EiZVEL

wobei v = L = 1, da v = 0. Dies ist gerade der Fall, wenn wir das gleiche

Bezugssystem betrachten. Nun betrachten wir den Fall, dass ¢’ # 0. Fiir diesen folgt:

= — = — '17 — — — 17 — ’U —
E|=E, L} =v EL+_X(B||+BJ_) =y(EL+—-xBj+—-xBy
I c - B

5] 53 53 23 7 o = = % = v -
B/:Bua B =v(BL—--x E\+E))=v(BL-—-xEj—-XxE|
I c c p

Wir nutzen die Bedinung, dass E’ = 0, werden soll, somit also:

E||:0, E_:J_:——XB”——XBJ_

Dies kénnen wir in B einsetzen:

— — — — —

BTI :§||, B)j_:')/(él—g X (—B X§||—E XEJ_)) :7<EL+B X (9 X§||>+EX
c c c c c c
Wir nutzen die Grafmannidentitat a x (5 X E’) =b(@- o) — E(EL’- E) , dies fiihrt somit
in unserem Fall auf:
U

El:7<§l+:—;(ﬁ-§||>—B)”qc)—j—i-c—;(_;-gj_)—élz—z>

Nun kénnen wir ausnutzen, dass B|’| = B), dieses eingesetzt liefert:

B~ <§l+ (o B) - B + 5 (5-5) _glz_j>

Wir stellen um:
B’ B v U (5 B) = B, (1 v’ U (s B
7 ||c—2—’yc—2(v- ||> v 2 +c_2(v. )

Hieraus miissten wir B bestimmen, danach kénnten wir dies in E’| einsetzen und
erhielten dann hieraus E'| in Abhéngigkeit von B’ und kénnten ein ¢ bestimmen, um

das E'| verschwinden zu lassen.



34 Kovarianz
(a) Die Feldstarke F* ist definiert durch
Fr = 9FAY — 9" A+

wobei A* = (¢, A) = (¢, Az, Ay, A;) . Die 4 x 4-Matrix F* ist asymmetrisch, hat also
nur 6 unabhéngige Eintrige. Die ko- und kontravarianten Vektoren sind definiert durch:

x, = (ct,—%) und a2 = (ct, ).
Ich beginne mit dem Eintrag FO!

FOI — aoAl _ 81140
_ t AT _ QT
_ a:;x 5%

~—
=Va¢

- _E,.
In analoger Weise folgt F? = E, und F* = E,. Als niichstes der (2,1)-Eintrag:

F21 — 82A1 o 81A2

QY AT — 5" AV

—0y (—Az) + 0, (—4Ay)
V,x A

= B,

Und wieder in vollig analoger Weise folgen die {ibrigen Eintrage, so dass:

0O -BE, —E, —E.
E, 0 —B. B,
E, B. 0 —B,
E, -B, B, 0

P =

(b) Angenommen die Gleichung lautet 0, F"" = (47 /c) J¥ mit JV = (cp,T) = (cp, Ju, Jy, J2) ,
dann folgen die 4 Gleichungen:

4m
. 00 10 20 30 _
v=_0: at F —8xF — ayF — ayF = ? +Cp

=0
0pEy + OyE, + 0.E, = 4mp
V-E = 4mp

Befindet man sich im Vakuum ist das gleichbedeutend mit V - D = 4mp.
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;%Fm—&gﬂ—@Fﬂ—%Fﬂ

=0

1
——0E; +0,B. ~ 9B,

V. xB

: 60F02 - 81F12 - 6252’2/—83}732

=0

1
—E . 8tEy + 0,B, — 0, B,

vV, xB

. 03 _ 13 23 33
. 8()F alF 82F 835/

=0

1
—— OB + 0,B, — 0,B,

V,xB

So dass man insgesamt wiederum im Vakuum:

erhalt.

47 0

H=_"-.J+—.
VX c +cc9t
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