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28 Entwicklung des Vektorpotentials nach ebenen Wellen

Der Drehimpuls einer Verteilung elektromagnetischer Felder im Vakuum ist

L= e /d?’ajx X (E X B) (1)

(a) Es ist, unter Vernachldssigung von Randtermen, zu zeigen, dass sich der Drehimpuls
in der Form

—

i- uoc2/d3 [Bx A4 B (#x V) Al (2)

schreiben lidsst. Den ersten Term nennen wir Lspm-
Wir betrachten als (1) und nutzen die Beziehung B=V x A :

=

L= Mocz/d?’:nxx(Ex(VxA))éLo—,uOcz/dg :UX(EX(VXA))L

Dies schreiben wir nun in Komponentenschreibweise, wobei wir die o-te Komponente
betrachten:

L, = ,U002 /d T €nomTn€imiEr€ij10; A
= Mocg /d T €nomElmk€ijkTn 10 Aj
= ,u002 /d T €nomEimk€ijk (0i (xnE1Aj) — EjA;0ix, — v, A;0,E))
= ,u002 /d3 — (6nk0ol — Onibok) €ijkE1A;0iTn — €nom€imk€ijkTnA;0; L]
- W / P [(Snibok — Subor) €ii E1 A5 — enomenimeije (end; (A E1) — 2o Ei0iA;)]
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= ,u002 /d T [€ijoFiAj + €nojinFi0iAj — €n0itnEj0;Aj — €nojTn0; (A1 E;) + €noixn0; (AjEj)]

,uoc2 / 02 [[B % A+ eniotnBi00A) + enojin BidiA; — enojitnds (A3 Fs) — enciiends (A1)

= Iuocz /d3 E X A} + [Ej (iI_f X V) Aj]o — EnjOZEnEiaiAj + enjoani&-Aj + enjoanj&-Ei
+ Emoxnai (A E)]
,u062 /d3 E X A} + [Ej (f X V) Aj]o + EmoAjEjazwn — €ino0i (l‘nAjEj)}

3 —
062 /d Ex A + 1B (7 x V) Al
Somit folgt also (2) :

E:—z/d?’ ExA—i—E(xxV)A}
HoC

Was zu zeigen war.
(b) Wir betrachten die Entwicklung des Vektorpotentials nach ebenen Wellen in der

Strahlungseichung (V A= 0) :

3 . N
= ;/ % [a (k:) ay (k‘) ik d—iwt 4 c.c.} (3)

mit A\ = +, — und Polarisationsvektoren €4 (E) = [é’l (E) + iéy (E)} /\/§ Zu zeigen
ist, dass im zeitlichen Mittel

o= 25 [ s (9

Noc

gilt. Fiir die Strahlungseichung gilt zudem Eﬂ_ = —=5, in dem Falle, dass keine
Quellen vorhanden sind gilt mit EII =—V¢ =0 und E=E + Ell auch E = — 8?7 dies

kénnen wir nun fiir den “Spin-Term” (den erste Term von L) einsetzen:

. 1 L.
Lopin = — [d®zEx A 4
P 02 TLX (4)

1 3 aA -

— x A
& T d’x 55 (5)

Wir bestimmen den Term % :
DA (1,1 B Bk oL o N (i ik E—iwt

— = ;/ W [ea (k) Ao, (kz) (—iw)e + c.c.} (6)

Wir bestimmen zuerst den % x A Term, wobei wir (3) und (6) einsetzen:



2 EREE (12w Tt o (D) o (T i F—ict
EXA:;;//W{[EQ(IC)&Q(%)(—zw) ik’ —|—c.c.}><[e>\(k:)a,\(k‘)ek —I—C.C.H

Umordnen liefert:

_ ZZ/ B / d3k’3{[ea (*/) X €\ (15) Goy (;};’/) ax (E) (—iw) ¢’ i(K'+k)-& gm] n
+ [(52 (E’) X €y (E)) ar, (/2) ay (];) (—iw) ei(lg—lg’)-f—iwt—l—iwt} +ee)

Einsetzen von dem Ergebnis aus %—‘? x A in (5) liefert:

- 3k’ d®k e = - F—2iwt
Lo = g D5 [ @ [ 055 [ ot () < () ao (F)on (8) (i 407220 4
+ [(é:; (E’) X € (k:)) ay, (k‘ ) ay (E) (—iw) €' i(k= k’)f} +cc}

Wir kénnen nun die von der z Integration unabhéngigen Terme vor das Integral ziehen,
dies liefert:

Lo = a2 % [ il ;[ (d?”g{[ea (E)xg,\ () oo (7)o () (i) et [ ato B0

poc? (27r) 21)
* [(g‘; () x & (k) a —iw /dgéﬂe FF). ] tee)

Mit der Definition der é-Funktion [ §% dz gikr — § (k) folgt fiir drei Dimensionen [ d°z ei(F7) =
(2m)% o (k) dies liefert also auf unser Problem angewandt:

+

-

Lo =~z S5 [ [ S55[G (7) 80 () o (F) o (F) (210 (4.7 +
a )
o (@ () x & (F)) a (F) ax (F) (i) 6 (B = F)] + e

Ausfiithren der §-Funktionen durch Integration iiber &’ liefert:




- 2m
Betrachtung des zeitliche Mittels von diesem Term ((Lspin)t = 5= [o* Lspin dt), wobei
wir durch die Integration die e*2™! Terme (der e™2*! Term befindet sich in c.c.) gleich
vernachlissigen konnen, da sie im zeitlichen Mittel 0 ergeben, liefert:

= 1 R N R N,
(Lopin)t = —W ;;/W{[(ea (k‘) X €) (k;)) ag, (k;) ay (k:) (—iw) + c.c.}

Nun kénnen wir noch die Eigenschaften der e-Vektoren ausnutzen, wobei:

— % — (—.\ + '—») % 1 (—.\ '—»)
€ €. = e e — (€1 — 1€
+ 1 2 \/5 1 2

Sl

r . - L L L
= 5(61 X €] — 1€] X €y + 1€y X €] + €3 X €5)
1 T
= —(—2i] X &)
2
k
= —71—
k

da €] X €y = % gilt, da k senkrecht auf €1 und €5 stehe. Somit folgt fiir die anderen
Kombinationen:

Lo K
€e_ X € = 11—
+ k
€+X€+ =
e-xée. =0

gilt. Fiir die konjugiert komplexen ex folgt nun jeweils, dass € = €_ und umgekehrt
gilt. Somit folgt also mit Einsetzen:

Lopin)t = — mgzl/d% [< §>@(a@¢@p4@+aa

mit w =27y und k = —” und ¢ = v folgt:

< spzn t = Z/ d3k )\ka)\ k‘) Qa) (E) +C.C.}

Hoc

—

Somit folgt also, mit a} (E) ay (k) = ’aA (E) ’2 und dem Faktor 2 mit dem c.c., das zu

zeigende Lgy;, im zeitlichen Mittel:

Lopin = z/fk INGIE

HocC



29 Elektromagnetische Wellen

Es ist die Wellengleichung fiir das magnetische und elektrische Feld H= %E bzw. E:%B
in einem unendlich ausgedehnten leitenden Medium mit konstanter Permeabilitit g, Di-
elektrizitit e und Leitfihigkeit o herzuleiten. Im ganzen Medium sei p (#) = 0 und es
gelte das Ohmsche Gesetz J=0E.

Wir betrachten die Maxwellschen Gleichungen in Materie:

V-D = p (7)
. - 0D
H = — 8
V x J o (8)
, 0B
E = ——— 9
V x Y 9)
V-B =0 (10)
Fiir (8) folgt mit dem ohmschen Gesetz J = oE, H = %E und D = ¢E
. < OE
VxB = EF+e—
X u (O‘ +e€ It )

Betrachten wir zusétzlich die Rotation von (9) :

Vx (Vx B) =~ (v x B)

Wir kénnen nun von oben einsetzen und die Graffmannidentitdt anwenden:

q q d .  OE
v (v-E) ~(V-V)E=—5 (/LO'E—i-/LEE)

Nun fillt der erste Term wegen p (&) = 0, d.h. (7)V - D = 0 und wegen der linearen
Abhingigkeit zwischen D und E mit D = eF folgt also auch V - E = 0, weg und wir

erhalten:
d? 5\ = OF
— — EF=—puo—
(” “or2 v ) Ko 51

Fiir die Wellengleichung des elektrischen Feldes. Fiir das magnetische Feld folgt, wenn
wir die Rotation auf das Ergebnis von (8) anwenden:

V><(VXE):M<J(VXE)+e%(vXE))

wir kénnen (9) einsetzen und erhalten:

- . o8B  0°B



Somit folgt fiir die Wellengleichung des magnetischen Feldes, da nach (10) V- B = 0
gilt:

) .
(ue% — V2> B= —/wa—B

Somit gilt also fiir die Wellengleichungen:

30 Wellenleiter

Betrachte folgende Anordnung:

SSSSSEhEhEEhEhEhEhEhhhhhh sy

(a) Mit dem Ansatz

—

E(#,t) = E (z,y) ®==Y; B (Z,t) = B (z,y) eik=
kann man beide Felder in Ausbreitungs- und Tranversalanteil zerlegen:

E (1) = (B (v,9) & + B (2,y)) ¢/t

B (#1) = (B (1,9) & + BL (2,9)) €50,
Bei transversalmagnetischen Wellen (TM-Wellen) gilt B, = 0. Die Wellengleichung fiir
E. lautet:
(V? + 72) E,.=0



wobei 42 = pew? — k2 und V2 = 9, + 0y mit der Randbedingung:
E.|s = 0.

(b) Mit dem Ansatz E, (z,y) = Ege'(kz2+02)cilkyy+y) eingesetzt in die Wellengleichung
folgt:

_E, (ei(kxx-i-(ﬁx)ei(kyy-f—(by) (kg + k‘i) + 7) —0.
bzw. weil nur der Realteil in das Feld einfliefit

cos (ki + ¢) cos (kyy + 6,) (K2 + k2) +9% =0

s nm

Um die Randbedingungen zu erfiillen muss ¢, = ¢, = —5 und k, = = und k, = 5~

gelten. Was eingesetzt
. mT (T 2 2 2 _
s1n< . x)sm( 2 y> (k‘x+k‘y) +v°=0

ergibt. Das ergibt fiir das elektrische Feld in z-Richtung:
E, = Eysin (mx> sin (%y) cos (kz — wt),
a

hierbei wird deutlich, dass m,n > 0 gelten muss.
(c) Der erste Summand ist stets positiv, genau wie k. Daher gilt die Abschneidefrequenz

T |m? N n2
VEE\ a? b2

(d) Fiir die Tangentialkomponenten gilt

Wmn >

= 1

B = o kY. E. — wé. x VB,
- 7 - . -
Bt = m [k;Vth — uee, X Vth}

wobei immer noch B, = 0. Man bilde 0, E, und 0, F..

0B, = —Epkycos (kyx)sin (kyy) pilkbz—wt)
OyE, = —Eokysin(kyy)cos (kyy) pilkz—wt)
und setze ein
= Eoksin (kz — wt
E = =0 :;22( _Zkzw ) (k2 cos (kp) sin (kyy) €, + ky sin (kzx) cos (kyy) €]
5 E i _
B, = Oﬂizzlz(ﬁzm wt) [k cos (kyx) sin (kyy) € — ky sin (k) cos (kyy) €]



