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25 Greensche Funktion

Zu zeigen ist, augehend von der retadierten Losung der dreidimensionalen Wellenglei-
chung,

wtaﬂ=i/fxu%;§gf%

dass die Quelle f (Z,t) =0 (z)0 (y) d (t), die zweidimensionale Welle

2O (ct — p)

w(xayat)_ \/m

erzeugt, wobei p? = 22 + y? und O (ct — p) die Stufenfunktion darstellt.
Wir kénnen die Quelle in die Losung der Wellengleichung einsetzen und erhalten:
0 ()8 () (t)

|7 — 7|

r—X

¢@ﬂ:/ﬁf

wobei t' =t — |# — 7’| /¢ gilt. Wir setzen dies ein und konnen zudem umformen, indem
wir das % aus der d-Funktion herausziehen, wobei dies dann ein |c| liefert, da wir jedoch
wissen, dass ¢ konstant positiv sind, ist der Betrag redundant und es folgt:

Nun kénnen wir |Z — 7| = \/(a: — )’ + (y — y)? + (2 — 2/)? entwickeln und einsetzen,
dies liefert:

5(@)5/)5 (ct = \fo =2+ =)+ (o= 2))
V@ -2+ @y —y)? + (- )’

Nun kénnen wir die trivialen § (') und 6 (y') Integrationen durchfiihren, dies liefert:

Y (Z,t) = c/d?’a;'




(ct - \/x2 +y2+ (2 — z’)2>

V@92 + (2 -2

L8
b (7,1) :c/_ iz

mit p? = 22 + y? folgt:

(ct /PP (z— z’)2>

P+ (=)

o O
) (T, 1) :c/_ dz

Fiir die §-Funktion gilt:

Mfunzau%mmw—mnzwﬁ%ﬂux—m>

im Falle von einer Nullstelle der Funktion f (z) mit f (z9) = 0.Im Falle von mehreren
Nullstellen gilt:

" 1
S(f(x)) = 0(z— =z
(@) =2 g @ =)
Somit folgt also:
- <y & 1 / !
R I S
oo T|__=) P2+ (z — o)
VAP
Zudem gilt:
/ dz o (xz — o) f (z) = f (w0),
dies fiihrt auf:
w (‘T7t) = cz ( ) 2 2
=0 ET +(z—%
PP+ (2—2)° ke )
" 1
= Cz
= |z — 2l

bestimmen:



ct—\pPP+(z—2) = 0

(z—z’)Q — 2R

Dies kann nicht erfiillt werden wenn c?t?> < p?,d.h. wir wihlen eine ©-Funktion, die
nur die Fille ¢?t2 > p? betrachtet, d.h. © (¢t — p), es folgt:

n
. 1
¥ (Z,1) = cO(ct—p) Y

— |z — z]

=0
Nun kénnen wir weiter die Nullstellen bestimmen:

(2_21)2 _ c2t2 —,02
2% — 222 + (z2 — At + p2) = 0
Die pg-Formel liefert:
z19 =z £4/2t2 — p?

Nun konnen wir die zwei Nullstellen einsetzen und erhalten:

— 1 1
¥ (Z,1) = cO (ct — p) [\/Cth =2 NI p2]

Dies lasst sich nun noch umformen:

V(@) = O(ct—p) [\/%7_1)2]
2¢O (ct — p)

Somit erhalten wir also unser Ergebnis mit:

2¢O (ct — p)

w(‘rayat): \/m

was zu zeigen war.



26 Liénard-Wiechertsche Potentiale

Wir betrachten eine Ladung ¢, die sich auf einer Bahnkurve X (t) bewegt. Zu zeigen

ist, dass in der Lorenz Eichung (V A+ C%% = ) die folgenden Potentiale eine sich

bewegende Punktladung beschreiben:

60 = 42 — )
TOR®W) - R(t) - X (1) /e
@y = 2 X @)

mit R (t) = Z— X (t) und R(t) = ’ﬁ(t)’ . Zudem sind der Ort X und die Geschwin-

digkeit X der Ladung in diesen Ausdriicken zu der retardierten Zeit ¢ =t — R (') /¢, zu
nehmen.
Fiir die Ladungsverteilung und Stromdichte gilt bei einer Punktladung:

p()?,t) = ¢ (f—X(t))
T(X4) = X@s(z-X)
Hiervon ausgehend, folgt fiir das Potential mit dem allgemeinen Ansatz:
Wt (@, 1) = / P! dt' G (T, 67,1 f (@, 1)
wobei dies die Losung der Gleichung:
V) (Z,t) — T gz~ 4t (Z,1)

darstellt. Wir betrachten also den Fall:
1 &% (&t) _ p(Z,t)

V26 (Z,t) — — —
¢(@1) cz ot? €0
Somit folgt also mit der retardierten Greenschen Funktion Gt (Z,¢; 77, t') = ‘f_lfqd (t’ -
= A
7,1) = B atl —L (7 - X 5(t’—t |$_x|)
¢ (@) 471'60/ v |7 — & (:E ( )) + c

Fiihren wir nun die Volumenintegration aus, so folgt durch die J-Funktion:

1 F-X (1)
6 (Z,1) = /dt’ 5 t’—t+’7
4meq ‘f - X (t’)‘ c




Nun kénnen wir die Umschreibung B (#) = Z — X (') verwenden:

6<t’—t+@)

R(t')

S 1 /
¢(@1) = 4meg /dt ‘R?t’)

R(t)

dy _ 1 1P
= qr =1+ R(t) =1-Fay

Wir kénnen nun substituieren, wobei y = ' —t +
X (), dies liefert:

N q
6@t == | o T Y

[

Nun kann man noch die Integration von der auf 1 normierten é-Funktion ausfiihren,
und man erhalt:

6 (Z,t) = LI
Ameo Ry~ R(t) - X () Je

was zu zeigen war.
Betrachten wir nun den Fall fiir Gleichung (2), es folgt also:

1= Ho 3.1 30 4 Z (4 - Py ' |7 — f/|)
A ,t:—/d dt X{t)o(#¥—X (¢ 5(t—t
Wir benutzen die gleichen Umformungen wie oben und formen nebenbei pg = SOEO =

12 um:
€ocC

. - i— X
At = —2 /dt" = X(t/)é(t'—t—i—‘#)
C

Amegc?

[ K (i RO

Dieselbe Substitution liefert:

A@ ) = 1 / dy X(#)
4megc? R(t) — R) | ¥ t)

Die Integration iiber y liefert wiederum 1 und wir erhalten die gesuchte Beziehung:

A@ 1) = - io
4dmege R(t) — R’(t/) X (t") /e




27 Kausalitat in der Coulomb-Eichung

Wir betrachten eine Dipolquelle, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein- und ausgeschaltet wird.
Diese wird durch folgende Ladungs- und Stromdichten beschrieben:

p(E,t) =0 (x)d (y)d' (2) 0 (t)

mit & (t) == %g), 8 (2) = %(Zz) und €5 = é,.
(a)
Es ist zu verifizieren, dass die Kontinuitatsgleichung gilt:
- Op _ Op
V-J+ i 0&V-J ET
Wir betrachten also:
> 06 (2) -
VT =58 5
und finden fiir:
dp / 94 (1)
Mit der Definition von ¢ (t) und & (z) folgt also:
- op
V-J = ~
—0(x)d(y)d' (2)o(t) = —d(2)d(y)d (2)0(t)
was zu zeigen war.
(b)
Fiir die Coulomb-Eichung gilt:
Vz(ﬁ(f,t) — _p($vt)
€0
- 10%4 -
2
VA g = THol

Fiir das momentante Coulomb-Potential gilt:



" 47 7|

¢ (1)

|7 — &
Wir kénnen den gegebenen Term fiir die Ladungsverteilung einsetzen und |# — 7’| =
\/(a: — )2 + (y — y)? + (2 — 2/)? umschreiben:
L [y W58 ()50
dmeo V@ =2+ @y —y)? + (= — )’

¢(fat) =

Mit [dzd' (2) f(2) =0~ [dzd(2) L f (2) durch partielle Integration, erhilt man:

1 d 1
o (Z,t) =— 32’5 ()6 (i) 6 () 6 (1) —
471'50/ ( ) (y) ( ) dz (\/(iﬂ—xl)z—i-(y—y’)2+(z—z’)2)

Dies liefert nachdem wir die Ableitung ausgefiihrt haben:

65,1 =~ [ @5 ()5 ()5 ()6 1)

4dmeq

(z—2)
(@=a2)+@—y)+(-2))

nojo

Somit erh&lt man nach Integration:

d(t) =z

dmeg 3’

¢(fvt) =

wobei r = /22 + y2 + 22.

mit diesem kann man das longitudinale elektrische Feld mit V x Ell = 0 iiber:

Ej =-V¢

bestimmen, es folgt also:

Dies liefert:

Dieses Feld ist nicht kausal, da wir von der Aufgabenstellung wissen, dass die Dipol-
quelle nur fiir den Moment ¢ = 0 ein Feld aussendet. Jedoch trifft £ die Aussage, dass
ein Feld existiert, dass nicht nur dem “Wellenfeld” des Dipolimpulses folgt.



(c)

Nachdem wir in (b) EII bestimmt haben, konnen wir nun die Beziehung;:

V' - E (Tt
E” (Z, t):——V/d3 /¢)
7 — 2|
priifen, wobei E = EII + Eﬂ_ mit Eﬂ_ = —; und fiir A folgt im Falle der Coulomb-

Eichung A= AJ_ also E = — (qu + aAl) . Der leichteste Weg dies zu priifen, ist, indem
wir die Divergenz beider Seiten berechnen:

V-E|(Zt) = V- <——v/d3 ’w>

|7 — 7|

:__A/d?)/v/_)_’/)

|7 — 2|
= o [V B (@) (~dmd (7 - 7))
- /d%’v’ B (@ 18 (7 )

= z,t)
= V- E|( )+ V-EL(T,1)
= V- E”( t)

Hierbei haben wir benutzt, dass wegen der Coulombeichung V - A=0 gilt und dies
angewendet auf:

V-El(f,t)zv-<—aa—f> :—Q(V-A’)zo

Somit gilt also die zu beweisende Beziehung.

(d)

Wir bestimmen die transversale Stromdichte J]_ mit V - J]_ = 0, wobei die allgemeine

Beziehung;:
T 1 3,/ 7 f
J =—Vx|Vx /d -
47 ’\

gilt. Zudem gilt Vx(V x @) = V (V - @)—V?@ (siche Jackson Einband/Formeliibersicht).
Wir bestimmen also zuerst:
J (&)
— d3 /
Am / |7 — a?'




um dann die angegebene Formel verwenden zu konnen, es folgt also mit Einsetzen der

Stromdichte:

Ll ()8 (y) 3 ()6 (1)

z

T e+ -y -
16(t)
T

V x <v X (—ﬁ@e})) =V <v- (—%@ez)) - V2 —ﬁ@@)
[ 1

somit folgt also mit

was zu zeigen war.

= —0(t) V<V (%@))—Vz (4777“52)]
- vt ()
= —5(t) % %%-%(—4@(3}’)@)}
- o[l () +a0s]
— 5(5)@—% f—g}
= —5(t) |6 (D) *z—i(—i—?ﬂ:ﬁz)]
= 5 5(5)5#%*—#@]
= i
1 3



