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1. Kugelsymmetrisches Feld 6 P

Betrachten Sie eine vom Raumpunkt r=x e; + y e; + z e3=(x,y, 2)
abhéngige Funktion der Form f(r) (beliebig oft stetig differenzierbar),

wobei 7 := |r|=v/2? 4+ y? + 22

(a) Zeigen Sie, dass das Feld invariant gegentiber Drehungen des Ko-
ordinatensystems ist. Welche Gestalt haben die “Fléachen konstan-
ten Funktionswerts”?

(b) Driicken Sie die partiellen Ableitungen

0 02
J0) 505 A, (1)

durch die Ableitungen f'(r) und f”(r) aus. A := 89722 + 68722 + 59722
bezeichnet den “LAPLACEoperator”.

(¢) Wie lauten Betrag und Einheitsvektor des Gradientenfeldes V f (r)?

2. Dreidimensionale DIRACsche 6 —Funktion 6 P

Berechnen Sie A f(r) aus Aufg. 1b fiir den Spezialfall f,(r)=1/vr? + a2,
und diskutieren Sie das Verhalten der Funktion (a > 0)

0o (1) = —?Afa(r) ) (2)
Skizzieren Sie d, iiber r fiir a=2,1 und 0.5. Zeigen Sie insbesondere,
dass einerseits
/ &r 5,(r) = 1 (3)
und andererseits fiir jedes r > 0 (d.h. r # 0)

lim 6,(r) =0 (4)

a—0

gilt.
Bemerkung: Die Funktion §,(r) ist demnach eine “Darstellung” der
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dreidimensionalen DIRACschen J—Funktion, 6(r) := §(x)d(y)do(z), und
man erhélt mit G1.(2) fiir a — 0 die Beziehung
1
A - =—47 i(r) . (5)
r
3. Lokale Massenerhaltung (10 P)
Betrachten Sie ein Fluid (Fliissigkeit oder Gas), das den ganzen Raum
ausfiillen mége. Dann ist die Masse in einem beliebig herausgegriffenen
Teilgebiet V' des Raumes

My = / d’r p, (6)
v

wenn p=p(r,t) die Massendichte [kg m~3] bezeichnet. Und der Massen-
strom [kgs™!] durch eine Fliche S im Raum ist

IS::/SdF-j, (7)

wenn j=j(r,t) die Massenstromdichte [kg m~2 s~1] bezeichnet.

(a) Erldutern Sie, warum sich Massenerhaltung durch die Gleichset-
zung

My (t) = My(t + dt) + Io, (t) dt (8)

ausdriicken lésst, wobei Oy die Oberfliche des Volumens V' und
dt eine infinitesimale Zeitspanne bezeichnen.!

(b) Zeigen Sie, dass GL.(8) zur Kontinuitditsgleichung,

ap

dquivalent ist.

Hinwesis:

Benutzen Sie den GAUSSschen Integralsatz und die Tatsache, dass
es sich bei dem Volumen V um ein zeitlich konstantes, beliebig
wéhlbares Raumgebiet handelt.

'Da man fiir das Volumen V speziell eine infinitesimal kleine UmgebungdV irgendeines
Raumpunktes r gewiihlt haben kénnte, bringt Gl.(8) auch die lokale Erhaltung der Masse
zum Ausdruck.



(c) Fiir ein System von Punktmassen m; (i=1,...,N), die sich auf
Bahnkurven r;(t) bewegen, lisst sich die Massendichte p und die
Massenstromdichte j am Ort r zur Zeit ¢ in der Form

p(r,t) = ;mi5(r—ri(t))7

j(r,t) = Emivi(t)ts(r—ri(t)) (10)

anschreiben, wobei v; die Geschwindigkeit der i—ten Punktmasse
bezeichnet. Priifen Sie, ob die gegebenen Ausdriicke fiir Massen—
und Massenstromdichte die Kontinuitétsgleichung erfiillen.

(d) Ein Gas sei in einer Dose eingesperrt. Dichte und Stromdichte im
Innern der Dose werden durch GI.(10) beschrieben. Die Gasmo-
lekiile mégen beim Aufprall auf die Dosenwand spiegelnd reflek-
tiert werden. Zeigen Sie von der Kontinuitatsgleichung ausgehend,
dass die gesamte in der Dose befindliche Gasmasse zeitlich kon-

stant 1st.
4. PoIssoN-Gleichung (6 P)
(a) N Punktmassen m; seien an Orten r; (i=1,..., N) platziert. Das

von den Punktmassen am Ort r erzeugte Gravitationspotential ist

(11)

v —r;|

Begriinden Sie das mit Hilfe des Potentials einer einzelnen Punkt-
masse (vergl. Ubungsblatt 2) und dem “Superpositionsprinzip der
Krafte”.

(b) Zeigen Sie, dass Gl.(11) auch in der Form

o(r) = -G /dgr’ p(r) (12)

v — |

geschrieben werden kann, wobei die Massendichte p geméf G1.(10)
eingefiihrt wurde.



(c) Verifizieren Sie, dass das Gravitationspotential einer durch eine
Dichte p charakterisierten Massenverteilung der Gleichung

A(r) = 4G p(r) (13)
geniigt, die als PoissoN—Gleichung bekannt ist.

5. Kontinuierliche Massenverteilung (Bonus 6 P)
Berechnen Sie das Gravitationspotential fiir den Fall (a, M > 0)

(14)

(r) = 3M | 1 wenn |r|<a
P = 4ra3 | 0 wemn Ir| > a

Welche physikalische Anordnung wird damit beschrieben? Geben Sie
¢(r) sowohl fiir |r| > a als auch fiir |r| < a an.



