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1. Drehungen (5 P)
Ein Vektor a = (ay, as, ag) gehe bei Drehung um den Winkel ¢ um eine
Achse, die durch den Richtungsvektor n = (ny, ns, ng) mit |n|=1 festge-
legt ist, in den Vektor &’ = (a}, a}, a}) iiber. Die Koordinaten a, := e,-a’
des gedrehten Vektors sind dann geméf («, /=1, 2, 3)

a,, = Dygsag (Summationsabkommen!) (1)

durch die Matrixelemente D,3=D,s3(n, ¢) der Drehmatrix D mit den
Koordinaten a,, := e, -a verkniipft. In Vektornotation schreibt sich der

gedrehte Vektor kompakt: a’'= B -a.

Zeigen Sie, dass fiir eine Drehung um den Winkel ¢ um die z—Achse

(n=(0,0,1))
_ cos¢ —sing 0
D= | sing cos¢p O (2)
0 0 1
gilt.

Hinweis: Skizzieren Sie die Projektionen von a und a’ auf die (z,y)-
Ebene. Nehmen Sie dabei der Einfachheit halber an, dass beide Projek-
tionsvektoren im 1. Quadranten liegen und beachten Sie, dass a}=|a| cos(¢+
¥) und ajy=|al|sin(¢ + ¢), wenn 1) den Winkel bezeichnet, den die Pro-
jektion von a mit der z—Achse bildet.

2. Drehmatriz 12 P
Fiir Drehungen um eine beliebige Achse n wurde bereits in Theoretische
Physik I, Blatt 7

Dog = nang + cos ¢ (6ap — nang) — Sin @ €qpyn, (3)
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hergeleitet, wobei im letzten Summanden gem&fl Summationsabkom-
men iiber v von 1 bis 3 zu summieren ist; €43, := (e, X eg)-e, beschreibt
das LEVI-CI1viTA-Symbol.

(a) Uberzeugen Sie sich, dass G1.(3) im Spezialfall n=e5 = (0,0, 1) mit
GL.(2) tbereinstimmt.

(b) Verifizieren Sie die darstellungsfreie Form von Gl.(3),

D = nn+cos¢{? —nn} Fsing Jn, (4)
= T+0 Ju+0(¢) (5)
mit der “Erzeugenden einer infinitesimalen Drehung” um n,
o 3 o T

Jn::Z(nxeg)eg:—Jn , (6)

o=1

«—

und den Matrixelementen (nn),;=n, ng, ( I ) =0ap SOWie
af

(J:) = e, :]_;1 €3 = (e, X n) - eg (7)
af

= - ;ea&, Ny = — (jl;)ga : (8)

(c) Verifizieren Sie auch noch

—

7,1 - D= cos ¢ 3)11 —sin¢ [? —nn} 9)

fiir das Matrixprodukt aus Erzeugender und Drehmatrix.

Hinweis: Beachten Sie, dass
€afy Eya'p! = 5aa/ (Sgﬁ/ —5ag/ (5,60/ (Summationsabkommen!). (10)

3. Aktive und passive Drehung (5 P)
Oben wurde die aktive Drehung des Vektors a betrachtet (a — a’).
Die Zahlen af, a} und af konnen aber auch als die Koordinaten des
Vektors a in einem (nun um den Winkel (—¢) gedrehten) Dreibein von
Basisvektoren {€'y, €5, €3} interpretiert werden (passive Drehung).
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Zeigen Sie, dass fiir «a, =1,2,3

oT
D,z =¢€, ez, e,.=D -e, (11)
gilt, wobei
N T >
Dy (¢) =Dn (=¢) . (12)
. Drehmatriz (Fortsetzung) (10 P)
Zeigen Sie, dass die Drehmatrix in Gl.(4) in der kompakten Form
Dy (¢) = exp (¢ Jn> (13)
geschrieben werden kann und dass fiir die inverse Matrix
Dy (¢) =Dn (=¢) =Dn (9) (14)

gilt, die Drehmatrix also eine orthogonale Transformation beschreibt.
Hinweis: Eine Matrix X (t) gentige der Differentialgleichung 1. Ord-
nung,

«— —

— X (1) :](3 . )H( ()  mit Anfangswert X (0) =X, , (15)

wobei P und Xy konstante Matrizen (d.h. unabhéngig vom Parameter
t). Dann ist —analog zu gewthnlichen Funktionen—

X ()=exp(t P)- X, (16)

die eindeutige Losung. Also: Leiten Sie aus Gl.(4) eine Differential-
gleichung der Form GI.(15) nebst Anfangsbedingung her —wobei vom
Ergebnis G1.(9) Gebrauch gemacht werden darf.

. Zyklische Vertauschungsrelationen (6 P)
Verifizieren Sie fiir die Erzeugenden infinitesimaler Drehungen um die

Koordinatenachsen, Fea (a=1,2,3), die zyklischen Vertauschungsrela-
tionen

3
|:Jea7 Je5:| = Z Eaﬂ'y Je’y ) (17)
y=1

wobei F{, §] ::Z . E — E . 7{ den Kommutator von Z und E bezeich-

net.



