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1. Drehungen (5 P)
Ein Vektor a =̂ (a1, a2, a3) gehe bei Drehung um den Winkel φ um eine
Achse, die durch den Richtungsvektor n =̂ (n1, n2, n3) mit |n|=1 festge-
legt ist, in den Vektor a′ =̂ (a′1, a

′
2, a

′
3) über. Die Koordinaten a′α := eα·a′

des gedrehten Vektors sind dann gemäß (α, β=1, 2, 3)

a′α = Dαβ aβ (Summationsabkommen!) (1)

durch die Matrixelemente Dαβ=Dαβ(n, φ) der Drehmatrix
↔
D mit den

Koordinaten aα := eα ·a verknüpft. In Vektornotation schreibt sich der

gedrehte Vektor kompakt: a′=
↔
D ·a.

Zeigen Sie, dass für eine Drehung um den Winkel φ um die z–Achse
(n =̂ (0, 0, 1))

↔
D =̂

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

 (2)

gilt.

Hinweis: Skizzieren Sie die Projektionen von a und a′ auf die (x, y)–
Ebene. Nehmen Sie dabei der Einfachheit halber an, dass beide Projek-
tionsvektoren im 1. Quadranten liegen und beachten Sie, dass a′1=|a| cos(φ+
ψ) und a′2=|a| sin(φ+ψ), wenn ψ den Winkel bezeichnet, den die Pro-
jektion von a mit der x–Achse bildet.

2. Drehmatrix 12 P
Für Drehungen um eine beliebige Achse n wurde bereits in Theoretische
Physik I, Blatt 7

Dαβ = nαnβ + cosφ (δαβ − nαnβ)− sinφ εαβγnγ (3)
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hergeleitet, wobei im letzten Summanden gemäß Summationsabkom-
men über γ von 1 bis 3 zu summieren ist; εαβγ := (eα×eβ)·eγ beschreibt
das Levi–Civita–Symbol.

(a) Überzeugen Sie sich, dass Gl.(3) im Spezialfall n=e3 =̂ (0, 0, 1) mit
Gl.(2) übereinstimmt.

(b) Verifizieren Sie die darstellungsfreie Form von Gl.(3),

↔
D = nn + cosφ

[
↔
I −nn

]
+ sinφ

↔
Jn , (4)

=
↔
I +φ

↔
Jn +O(φ2) (5)

mit der “Erzeugenden einer infinitesimalen Drehung” um n,

↔
Jn:=

3∑
σ=1

(n× eσ) eσ = −
↔
Jn

T
, (6)

und den Matrixelementen (nn)αβ =nα nβ,
(
↔
I

)
αβ

=δαβ sowie

(↔
Jn

)
αβ

:= eα·
↔
Jn ·eβ = (eα × n) · eβ (7)

= −
∑
σ

εαβσ nσ = −
(↔
Jn

)
βα

. (8)

(c) Verifizieren Sie auch noch

↔
Jn ·

↔
D= cosφ

↔
Jn − sinφ

[
↔
I −nn

]
(9)

für das Matrixprodukt aus Erzeugender und Drehmatrix.

Hinweis: Beachten Sie, dass

εαβγ εγα′β′ = δαα′ δββ′−δαβ′ δβα′ (Summationsabkommen!). (10)

3. Aktive und passive Drehung (5 P)
Oben wurde die aktive Drehung des Vektors a betrachtet (a → a′).
Die Zahlen a′1, a

′
2 und a′3 können aber auch als die Koordinaten des

Vektors a in einem (nun um den Winkel (−φ) gedrehten) Dreibein von
Basisvektoren {e′1, e′2, e′3} interpretiert werden (passive Drehung).
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Zeigen Sie, dass für α, β=1, 2, 3

Dαβ = e′α · eβ , e′α =
↔
D

T
·eα (11)

gilt, wobei
↔
Dn

T

(φ) =
↔
Dn (−φ) . (12)

4. Drehmatrix (Fortsetzung) (10 P)

Zeigen Sie, dass die Drehmatrix in Gl.(4) in der kompakten Form

↔
Dn (φ) = exp

(
φ

↔
Jn

)
(13)

geschrieben werden kann und dass für die inverse Matrix

↔
Dn

−1

(φ) =
↔
Dn (−φ) =

↔
Dn

T

(φ) (14)

gilt, die Drehmatrix also eine orthogonale Transformation beschreibt.

Hinweis: Eine Matrix
↔
X (t) genüge der Differentialgleichung 1. Ord-

nung,

d

dt

↔
X (t) =

↔
P ·

↔
X (t) mit Anfangswert

↔
X (0) =

↔
X0 , (15)

wobei
↔
P und

↔
X0 konstante Matrizen (d.h. unabhängig vom Parameter

t). Dann ist —analog zu gewöhnlichen Funktionen—

↔
X (t)= exp(t

↔
P )·

↔
X0 (16)

die eindeutige Lösung. Also: Leiten Sie aus Gl.(4) eine Differential-
gleichung der Form Gl.(15) nebst Anfangsbedingung her —wobei vom
Ergebnis Gl.(9) Gebrauch gemacht werden darf.

5. Zyklische Vertauschungsrelationen (6 P)
Verifizieren Sie für die Erzeugenden infinitesimaler Drehungen um die

Koordinatenachsen,
↔
J eα (α=1, 2, 3), die zyklischen Vertauschungsrela-

tionen [
↔
J eα ,

↔
J eβ

]
=

3∑
γ=1

εαβγ

↔
J eγ , (17)

wobei
[
↔
A,

↔
B

]
:=

↔
A ·

↔
B −

↔
B ·

↔
A den Kommutator von

↔
A und

↔
B bezeich-

net.
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