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Es ist zu zeigen, dass wenn f : R → R, über R integrierbar ist, dieses f dann auchüber R1 integrierbar ist.Nach Voraussetzung ist f auf R integrierbar, das heiÿt es existieren die Treppenfunk-tion mit
ϕ ≤ f ψ ≥ f, (1)so dass ∫

R

f = sup {I (ϕ)} = inf {I (ψ)}mit der De�nition für das Integral einer Treppenfunktion ζ
I (ζ) =

∑

ij

ζij |Rij|wobei |Rij| der Fläche des Rechtecks in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte einer ent-sprechend geeigneten Unterteilung des Integrationsgebietes entspricht.Unterteilt man das Rechteck R entlang der Kanten von R1 verändert eine auf R de�-nierte Treppenfunktion ihre Werte an einer bestimmten Stelle nicht. Nur die Anzahl derRechtecke wird eventuell gröÿer.Auf dieser neuen Unterteilung de�nieren wir die Funktionen
ψR1

: R1 → R ψR̃ : R\R1 → R

ϕR1
: R1 → R ϕR̃ : R\R1 → R
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die für jede Stelle in ihrem De�nitionsbereich den Funktionswert annehmen, den diejeweilige Funktion ohne Index an der gleichen Stelle annimmt. Es gilt also:
I (ϕ) =

∑

ij

ϕij |Rij |

=
∑

ij:Rij∈R1

ϕij |Rij| +
∑

ij:Rij∈R\R1

ϕij |Rij|

= IR1
(ϕR1

) + IR̃
(
ϕR̃

)
. (2)Das gilt ganz analog auch für ψ. Dann gilt nach (1) bzw. ϕR1

≤ fR1
≤ ψR1

und ϕR̃ ≤
fR̃ ≤ ψR̃

IR1
(ϕR1

) ≤
∫

R1

f ≤ IR1
(ψR1

) und IR̃ (
ϕR̃

)
≤

∫

R̃

f ≤ IR̃
(
ψR̃

)
.Aus der Existenz der Abschätzung folgt die Integrierbarkeit.9.2 Schwerpunkt eines FlächenstücksDie Schwerpunktskoordinaten (xc, yc) eines mit Masse belegten Flächenstücks berechnensich mit:

xc =
1

M

∫ ∫

x · µ (x, y) d (x, y) und yc =
1

M

∫ ∫

y · µ (x, y) d (x, y) ,wobei M =
∫ ∫

µ (x, y) d (x, y) die Gesamtmasse der Fläche ist und µ (x, y) die Dichteim Punkt (x, y) bezeichnet. Es ist der Schwerpunkt des gleichmäÿig belegten Flächen-stücks (µ (x, y) = µ), das von den Geraden y = 0 und x = 4 und einem Bogen der Parabel
y2 = 4x berandet wird, zu bestimmen. Berechnen wir zuerst die Gesamtmasse der Flä-che, wobei diese von 0 bis 4 in der x-Koordinate und von 0 bis √4x in der y-Koordinategehe, wobei y2 = 4x⇒ f (x) =

√
4x. Somit folgt also:

M =

∫
4

0

∫
2
√

x

0

µdxdy = 2µ

∫
4

0

√
x dx = 2µ

[
2

3
x

3

2

]4

0

=
4

3
· 23µ =

32

3
· µ.Nun sind die Schwerpunkte der Flächen zu berechnen, für diese ergibt sich:

xc =
3µ

32 · µ

∫
4

0

∫
2
√

x

0

x dxdy =
3

32

∫
4

0

2 · x 3

2 dx =
3

16

[
2

5
x

5

2

]4

0

=
3

16

2

5
25 =

12

5
= 2.4und

yc =
3µ

32 · µ

∫
4

0

∫
2
√

x

0

y dxdy =
3

32

∫
4

0

[
1

2
y2

]2
√

x

0

dx =
3

32

∫
4

0

2·x dx =
3

16

[
1

2
x2

]4

0

=
3

2
·16
16

= 1.5.Der Schwerpunkt der massebehafteten Fläche liegt also in Pc = (xc, yc) = (2.4, 1.5) .Die folgende Skizze beschreibt die Fläche, bereits mit eingezeichnetem Schwerpunkt.2
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(xc, yc)9.3 Volumen des Schnittes zweier KreiszylinderDie Kreiszylinder besitzen denselben Radius r und ihre Achsen schneiden sich senkrecht.Es ist das Volumen zu bestimmen. Für die Zylinder folgt:
Z1 =

{
(x, y, z) : x2 + y2 ≤ r2

}

Z2 =
{
(x, y, z) : y2 + z2 ≤ r2

}Das Volumen der Schnittmenge der Zylinder ergibt sich mit:
vol (Z1 ∩ Z2) =

∫ ∫ ∫

Z1∩Z2

d (x, y, z) .Aus den Ungleichungen leiten wir die Grenzen ab:
|y| ≤ r

|x| ≤
√

r2 − y2

|z| ≤
√

r2 − y2.Da die Grenzen von x und z von y abhängen, integrieren wir über y als letztes:
vol (Z1 ∩ Z2) =

∫ r

−r

dy

∫
√

r2−y2

−
√

r2−y2

dx

∫
√

r2−y2

−
√

r2−y2

dz

=

∫ r

−r

dy

∫
√

r2−y2

−
√

r2−y2

dx 2
√

r2 − y2

= 2

∫ r

−r

dy 2
(
r2 − y2

)

= 4

[

r2y − y3

3

]r

y=−r

= 4

[

2r3 − 2

3
r3

]

=
16r3

3
.3



Das Volumen des Schnittes zweier Zylinder vom selben Radius r beträgt also:
VZ1∩Z2

=
16

3
r3.9.4 Volumen eines ellipsoiden KörpersEs ist das Volumen des durch die Ungleichungen:

x2

a2
+
y2

b2
≤ 1 und 0 ≤ z ≤ 1

2

(
x2

a
+
y2

b

)de�nierten Körpers zu bestimmen. Wir transformieren die kartesischen Koordinatenauf folgende Weise:
ϕ : R

3 → [0,∞[×[0, 2π[×] −∞,∞[

ϕ :





x

y

z



 7→





ar cosϕ
br sinϕ

z



 .Um mit diesen Koordinaten integrieren zu können, berechnen wir zunächst die Jakobi-Determinante dieser Abbildung:
Jϕ = det





a cosϕ −ar sinϕ 0
b sinϕ br cosϕ 0

0 0 1





= abr cos2 ϕ+ abr sin2 ϕ = abrJetzt können wir die Ungleichungen in diesen Koordinaten ausdrücken:
x2

a2
+
y2

b2
≤ 1 r2 ≤ 1 ⇒ |r| ≤ 1

0 ≤ z ≤ 1

2

(
x2

a
+
y2

b

)

 0 ≤ z ≤ r2

2

(
a cos2 ϕ+ b sin2 ϕ

)
.Auÿerdem ist folgende Beziehung bei der Integration hilfreich:

• cos2 ϕ = 1

2
(1 + cos 2ϕ)

2 cos2 ϕ = cos2 ϕ+ cos2 ϕ+ sin2 ϕ− sin2 ϕ
︸ ︷︷ ︸

=0

= cos2 ϕ+ sin2 ϕ
︸ ︷︷ ︸

=1

+ cos2 ϕ− sin2 ϕ
︸ ︷︷ ︸

=cos 2ϕ
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Nun kann integriert werden:
VEl. =

∫
2π

0

dϕ

∫
1

0

dr

∫ r2

2
(a cos2 ϕ+b sin2 ϕ)

0

dz abr =

∫
2π

0

dϕ

∫
1

0

dr
abr3

2

(
a cos2 ϕ+ b sin2 ϕ

)

=

∫
2π

0

dϕ
ab

8

(
a cos2 ϕ+ b

(
1 − cos2 ϕ

))

=
ab

8

∫
2π

0

dϕ

(

b+
(a− b)

2
(1 + cos 2ϕ)

)

=
ab

8

[(

b− b

2

)

ϕ+
a

2
ϕ+

(a− b)

2
sin 2ϕ

]2π

ϕ=0

=
ab

8
[bπ + aπ + 0]

=
ab (a+ b)π
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.Das Volumen des Körpers beträgt also:

VEl. =
π

8
[ab (a+ b)] .
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