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9.1 Ineinanderliegende Rechtecke

d
d; R =[a,b] x [e,d]
Ry = [a1,b1] x [c1,d1]
C1 Rl C R
ai by
c
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Es ist zu zeigen, dass wenn f : R — R, iiber R integrierbar ist, dieses f dann auch
iiber R; integrierbar ist.
Nach Voraussetzung ist f auf R integrierbar, das heifst es existieren die Treppenfunk-
tion mit
e<f W=, (1)

so dass

/R f = sup {1 (9)} = inf {I ()}

mit der Definition fiir das Integral einer Treppenfunktion (
I(Q) = Gijl|Riyl
ij

wobei |R;;| der Fliche des Rechtecks in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte einer ent-
sprechend geeigneten Unterteilung des Integrationsgebietes entspricht.

Unterteilt man das Rechteck R entlang der Kanten von R; verdndert eine auf R defi-
nierte Treppenfunktion ihre Werte an einer bestimmten Stelle nicht. Nur die Anzahl der
Rechtecke wird eventuell grofer.

Auf dieser neuen Unterteilung definieren wir die Funktionen

YR, : R — R Y R\R — R
@Rl:Rl_’R QDRR\R1—>R



die fiir jede Stelle in ihrem Definitionsbereich den Funktionswert annehmen, den die
jeweilige Funktion ohne Index an der gleichen Stelle annimmt. Es gilt also:

I(p) = > ij|Rijl
ij
= Y wiylRyl+ Y. eyl Ryl

ij:Ri;€ERy ij:R;;ER\ Ry
= g, ((IDRI) + If% (SDR) : (2
Das gilt ganz analog auch fiir 1. Dann gilt nach (1) bzw. ¢g, < fgr, < ¥g, und pgz <

fr<vg

~—

IR1 (@Rl) S/R f§1R1 (T/)Rl) und IR (SDR) S/RfSIR (¢R)

Aus der Existenz der Abschitzung folgt die Integrierbarkeit.

9.2 Schwerpunkt eines Flachenstiicks

Die Schwerpunktskoordinaten (z.,y.) eines mit Masse belegten Fléchenstiicks berechnen
sich mit:

%z%//w-u(:ﬂ,y)d(:v,y) und yczﬁ//y-u(:v,y)d(fv,y),

wobei M = [ [ p(z,y) d(x,y) die Gesamtmasse der Fléche ist und  (z,y) die Dichte
im Punkt (z,y) bezeichnet. Es ist der Schwerpunkt des gleichmékig belegten Fléchen-
stiicks (u (z,y) = p), das von den Geraden y = 0 und = = 4 und einem Bogen der Parabel
y? = 4x berandet wird, zu bestimmen. Berechnen wir zuerst die Gesamtmasse der FIi-
che, wobei diese von 0 bis 4 in der z-Koordinate und von 0 bis v/4z in der y-Koordinate
gehe, wobei y? = 4z = f (z) = V4. Somit folgt also:

4o 4 2 51 4 2
M:// udxdy:2u/ Vrdr =2u|-x2 :_’23N:3_'N-
0o Jo 0 3 ]y 3 3

Nun sind die Schwerpunkte der Flachen zu berechnen, fiir diese ergibt sich:

N[

2 3 3 302 51 32 12
Ze drdy = — 2~ Sdr = — |22 = 2295 =-"2_94
~ 32 u// T =35 L= Ag [5“} 165° 5
und
e 3 1,3V 3 [ 371 .,]* 316
e dady =3 [ 50| =g [ 2= loet| =5p =15
~ 32. u// yaray =55 [240 T 39 rar 16[2%0 216

Der Schwerpunkt der massebehafteten Fliche liegt also in P, = (x.,y.) = (2.4,1.5).
Die folgende Skizze beschreibt die Fliche, bereits mit eingezeichnetem Schwerpunkt.



11 (Te,Ye)

0 . — —
0 1 2 3 4 )
9.3 Volumen des Schnittes zweier Kreiszylinder

Die Kreiszylinder besitzen denselben Radius r und ihre Achsen schneiden sich senkrecht.
Es ist das Volumen zu bestimmen. Fiir die Zylinder folgt:

7 = {(z,y,2): 2® + 4 <r?)
Zy = {(z,y,2) 4>+ 22 <r?}

Das Volumen der Schnittmenge der Zylinder ergibt sich mit:

voz(zmz2):///Zngd(:c,y,z)

Aus den Ungleichungen leiten wir die Grenzen ab:
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[z < VrP-y
Vr? — 2
Da die Grenzen von x und z von y abhéngen, integrieren wir iiber y als letztes:

( ) r2—y /722
vol (Z1 N Zy) = / dy / / dz
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Das Volumen des Schnittes zweier Zylinder vom selben Radius r betréigt also:

9.4 Volumen eines ellipsoiden Korpers

Es ist das Volumen des durch die Ungleichungen:

2 2 2 2
T Y 1 /x Y
—+5<1 und 0<2z< - | —+ =
2T s - _2<a+b>
definierten Korpers zu bestimmen. Wir transformieren die kartesischen Koordinaten
auf folgende Weise:

@ : R3 — [0, 00[x[0, 27[x] — 00, o0

ar cos ¢
br sin ¢
z
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Um mit diesen Koordinaten integrieren zu kénnen, berechnen wir zunichst die JAKOBI-
Determinante dieser Abbildung:

acosp —arsing 0
Jp, = det| bsingp brcosp 0
0 0 1

= abrcos® p + abrsin® ¢ = abr

Jetzt konnen wir die Ungleichungen in diesen Koordinaten ausdriicken:

2 2
T Yy 9
p+b—2§1«»—>7‘ §1:>|r|§1
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Aufserdem ist folgende Beziehung bei der Integration hilfreich:

1 /22 2 2
0<z2z< (m +y—> wogzgg(acoszw+bsin2¢).

e cos® =1 (14 cos2p)

2cos’p = cos? g+ cos® p+sin? g —sin? @

=0
= cos? ©+ sin? p+ cos? Y — sin? %)

=1 =cos 2¢p



Nun kann integriert werden:

2
27 1 - (a cos? p+bsin? go) 27 1 br3
Ve, 2/ d@/ d?”/ : dz abr = / dgo/ dr 2 (acos® ¢ + bsin® )
0 0 0 0 0 2

2 ab ) )
= dgog(acos <,0+b(1—cos 90))
0

2m _
_ b dp <b+ (a=?) (1 + cos 290))
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_ab b a (a—10) . 2m
= §[<b—§>4p+§¢+ 5 s1n2ch0:0

b
= % [br 4 am + 0]

ab(a+b)m
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Das Volumen des Koérpers betrégt also:

Vi, = g [ab (a + b)].



