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8.1 Zweistellige Funktion im Einheitskreis

Es sei f(x,y) = e®” im Einheitskreis 22 +19? < 1 gegeben. Aukerhalb von diesem sei die
Funktion f konstant gleich Null.
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Es werde fiir —1 <z <1 definiert mit F (z) = f_ll f(z,y)dy.
Wir erweitern die Definition auf die x-y—FEbene mit Hilfe der offenen Menge D :=
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Jetzt kann man mit 3y’ = /1 — 22 fiir z €] — 1, 1] ganz bequem schreiben:
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Die Funktionen exp (azyz) und v/1 — 22 sind auf dem Intervall stetig, also ist auch das
Integral stetig. Der Integrand ist in dem Bereich in dem wir ihn ableiten partiell stetig
differenzierbar nach x. Daher kénnen wir LEIBNIZ anwenden und erhalten die Ableitung
mit:
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Die Funktion y2ewyzist ein Produkt zweier stetiger Funktion, und daher selbst stetig. Das
heifst, die F' (z) ist sogar stetig differenzierbar. Die Bestimmung der Funktionswerte im
Punkt & = 0 liefert:

8.2 Formel von FRULLANI

Es ist die Formel von FRULLANI:

/oo f (ax) ; f(bx) da = [f (0) — f (c0)] ]og% wobei f(c0) := lim f(x),
0 r—00
herzuleiten.
Wir betrachten

f=fx)=f(u) wobei u = tx,

dann ist
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Wenn z,t # 0, diirfen wir durch x und ¢ teilen und erhalten:
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Fordert man, dass f («t)und aa—{ stetig sind, dann ist das Integral {iber ein ein offenes
Intervall stetig und es gilt
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setzen wir nach wie vor voraus, dass x # 0 ist, gilt:
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Das alles eingesetzt, bringt:
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Fordert man ferner, dass
0 t (9.’17

auf dem Intervall [a, b] gleichméfig konvergiert7 darf FUBINI angewandt werden und man

erhilt:
/ Jlaz) = J (br) / / 9 gz dt

- /—[ () dt,
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hier haben wir die Integralgrenzen gedreht, um ein Minuszeichen zu erhalten. Fordern
wir aukerdem noch a,b # 0 (daraus folgt ¢ # 0) erhélt man:

8.3 2D Integralberechnung
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Da die Grenze fiir das y-Integral von x abhéngt, miissen wir zuerst die y Integration
ausfithren. Wir setzen vorraus, dass  # 0, sonst wiirde der Logarithmus nicht definiert
sein. Wir kénnen nun auch diese Integration ausfiihren, indem wir die partielle Integration
benutzen:
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Dies konnen wir jetzt explizit aufschrelben und wir erhalten:
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8.4 2D Integral mit Signum Funktion
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