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6.1 GroRter Funktionswert im Quadrat

Der grofite Funktionswert der Funktion:

f(z,y) =sinz + cosy + cos (z — y),

ist im Quadrat 0 < z,y < 5 zu bestimmen. Fiir den Bereich kann die Gleichung cos z =
siny nur durch z =y = 7 erfiillt werden. Wir suchen die moglichen Extrempunkte des

Quadrats, zuerst die inneren Punkte, wobei die Gleichungen:

of _, 9f _
83:_0 ay_o’

erfiillt sein miissen, dies fiithrt auf:

g:O:cosx—sin(x—y)

ox

of .~ . :
8_y_0_ siny + sin (z — y) .

Wenn man die Gleichungen addiert, erhdlt man die Bedingung
cos T = siny.

Setzen wir diese Bedingung in unsere Zielfunktion ein, kénnen wir diese entkoppeln,
nach dem wir das Additionstheorem cos (x — y) = cos x cos y + sin z sin y anwenden.

f(z,y) = sinx+ cosy+ cos(z —y)
= sinx 4 cosy + sinzsiny + cosx cosy
= sinx 4 cosy + sinx cos x + siny cos x

sinz (1 4 cosx) 4 cosy (1 + siny)

=g(z) =h(y)

Als notwendige Bedingung fiir eine Extremstelle, miissen nun die partiellen Ableitungen
von g (z) und h (y) beide verschwinden:ebe

D29 (z) = cosz (1 + cosx) — sin® x

fithrt auf

2 2

cos T + cos” x = sin” x,

was erfiillt wird durch = /3. Die Losung ist in dem gegeben Intervall aufgrund der
strengen Monotonie der linken und rechten Terme eindeutig.

dyh (y) = —siny (1 +siny) + cos’y



fithrt auf
cos? y =siny + sin? Y,
was erfiillt wird durch y = 7/6. Die Losung ist in dem gegeben Intervall aufgrund der

strengen Monotonie der linken und rechten Terme eindeutig. Einfaches Einsetzen, zeigt
uns, dass es sich um ein Maximum handelt. Der grofite Funktionswert ist also:

f (%,%) :sing ~|—cos%+cos (g — %) = 32£ ~ 2.598
6.2 HADAMARDsche Ungleichung
Fiir die Determinante:
AR

mit der Nebenbedingung 2% + % = u? + v? = 1 sind das Maximum und Minimum zu
bestimmen. Dies konnen wir als Extremstellenproblem der Zielfunktion f(z,y,v,u) =
xv — yu, mit der Nebenbedingung F'(z,y,u,v) = 0, wobei:
F:R* — R?

2., .2
F: (z,y,u,v) +— (az ty 1 )

w402 -1
Zunichst {iberpriifen wir den Rang der JAKOBI-Matrix, der Nebenbedingung:
Ly~< $z4—yz-1 ) ::< 20 2y 0 0 >'
u+v*—1 0 0 2u 2v
Der Rang ist nur dann kleiner 2, wenn sowohl x oder y also auch u oder v gleich null sind.

In dem Fall wird die Zielfunktion aber ebenfalls zu null und ist also fiir unsere Lésung
nicht von Belang:

v o= 2uzx (1)
u = —2uy (2)
y = —2\u (3)
r = 2\ (4)
0 = 22+92-1 (5)
0 = uw?+02-1 (6)

Wenn wir (1) und (2) addieren, sowie (3) und (4) subtrahieren erhalten wir

utv = 2u(z—y)
r—y = 2A(u+v)



Aus dem Vergleich folgt als allgemeine Losung:
4pul = 1.

Nun schreiben wir die Gleichungen (1)-(4) als homogenes lineares Gleichungsystem fiir
':L'7 y7 u? %

—2p 0 0 1
0 20 1 O
0 12X 0
1 0 0 2X
IV =T+2uxI1V
-2 0 0 1
- 0 2u 1 0
0 12X 0
0 0 0 4dpur+1
I =2u 111 — 11
—2u 0 0 1
- 0 2u 1 0

0 0 4ur—1 0
0 0 0  4dpr+1

Wahlt man 4p\ = 1, folgt v = 0, und aus (6) v = +1. Daraus folgt £ = 0 und aus (5)
y ==£1.

£ (£1,0,0,£1)[ = [f (0, £1,£1,0)| = 1
Das Minimum der Zielfunktion ist also -1, das Maximum betrigt +1. Die HADAMARDschen

Ungleichung
i

kann man daraus folgendermafen schliefen. Zunéchst setzen wir in die Zielfunktion (1)
und (2) ein:

det (a.b) < |l

T —yu = x2ux + Y2y
= 2 (,um2 + )\yz)

= 2 pz®+ A\

= 2| 2? (u—XN)+A
<llal|

2p

IN



oder andersrum gerechnet
xv—yu = 2 (,uacz + )\y2)
= 2(u(1-y") + 27
= 2(P (A —p) +p)
< 2\
Multipliziert man die beiden Ungleichungen miteinander erh&lt man
(zv —yu)? =4 Ay = 1.
~
=1/4

Das gleiche gilt analog fiir v und v, also damit auch b.
Allgemein lautet sie: Fiir die Vektoren 71,...,7, € R" gilt

n
det (r1,...7%) < [ 17l -
=1

Geometrisch kann man das so ausdriicken: Betrachtet man die Determinante einer qua-
dratischen Matrix, als das Volumen, des von den Spaltenvektoren aufgespannten Paral-
lelograms wird, dann kann dieses Volumen nicht grofer sein als das Produkt der Normen
der Spaltenvektoren. ,Oder effektvoller”: das von den Vektoren 71,...,7, aufgespann-
te Volumen ist dann am grofsten, wenn alle Vektoren paarweise senkrecht aufeinander
stehen.

6.3 Schnittkurve einer Kugel mit einer Ebene

Es gelten die folgenden Funktionen:

fzy,2) = wxyz
hiz,y,2z) = 22+9y>+22—1
9(z,y,2) = z+y+z

Fiir den Rang der JAKOBI-Matrix, der Nebenbedingung finden wir:

7 w2 4+y? 221 [ 2 2y 2z
! r+y+z “\1 1 1)
Diese hat also vollen Rang. Es gibt zwei Lagrangemultiplikatoren, die im Extrempunkt
die Gleichung Vf = AVg + uVh erfiillen. Es ergeben sich die Bedingungen:

Yyz=X2x+pu & yz=ar+pu
rz2=Ny+u & xz=ay+u
zy=A2z+pu & axy=az+p
x2+y2+z2 = 1

z+y+z = 0



wobei wir 2\ = « gesetzt haben. Somit ergibt sich wenn man die ersten beiden Glei-
chungen voneinander abzieht:

z=—aq,

Dies konnen wir einsetzen und wir erhalten das Gleichungssystem:

(y+o)z = p
xy+22 = W
24+t +22 =1
r+y+z = 0

Wir kénnen nun die letzte Bedingung mit z multiplizieren und dann von der 1. Bedin-
gung abziehen und erhalten:

Dieses konnen wir wieder einsetzen, wobei mir 22 = —p = o? auch o? = —p gilt:

—(y+z)ata® = 0
zy+202 = 0
2?4y +a? = 1
rt+y = «o

Wie man sieht, sind die erste und letzte Gleichung linear abhéngig und wir kénnen
eine verwerfen:

zy+202 = 0
x2+y2+a2 =
r+y = «

Nun kénnen wir die letzte Zeile mit x, y multiplizieren und erhalten nach einsetzen der
ersten Zeile:

22 = az+2d?

P = ay+ 202
Dies in die zweite Zeile eingesetzt liefert:

ax 4+ 20% + oy + 202 +a® =1,



Nun kénnen wir noch (z + y) = « einsetzen und erhalten:

1
60’ =1 a=+——.

V6

Nun miissen wir noch das Maximum und Minimum bestimmen, wobei die Funktion:

[ (z,y,2) = zyz,

2

mit xy = —2a~, ,und z = —« auf:

1 3
f(z,y,2) = (—20%) (—a) = 2a° = £2 <%> = +12V6.

Wir miissen nun noch priifen, ob die Gradienten von g und h auf dem Kreis linear
abhingig werden:

x 1
z 1

Diese sind linear abhéngig fiir x = y = 2. Da die Gleichung x + y + z = 0 nur fiir
x =y = z = 0 erfiillt wird und dieser Punkt f (z,y, z) = 0 liefern wiirde, haben wir oben
bereits Maximum und Minimum gefunden.

6.4 Maximaler Wert fiir Winkel eines ebenen Dreiecks

Gesucht ist das Maximum fiir sin o - sin 3 - siny fiir die Winkel eines ebenen Dreiecks.
Als Nebenbedingung gilt o + 8 + v = w. Wir besitzen die Funktionen:

fla,B,7) = sina-sinf-siny
g(avﬁa’y) = 04+ﬁ+7—7720

Lagrangemultiplikatoren:

cosa-sinf-siny =
sina-cosf3-siny =
sinq-sinf-cosy =

at+fB+y—m =

S > > >

Dies konnen wir durch gleichsetzen der A\-Terme vereinfachen zu (unter der Vorraus-
setzung, dass oBdA ~,a # 0):



cosa-sinf3 = sina-cosf

cosfB-siny = sinf-cosy
sin 7y sin «
cos 7y cos «

at+fB+y-m = 0

In der dritten Gleichung sehen wir, dass v = «, somit folgt aber, wenn wir dies in das
urspriingliche Gleichungssystem einsetzen:

sina-cos = sinf-cosa
2+ -7 = 0

Hier sehen wir in der ersten Zeile wiederum, dass die Gleichung nur fiir a = 3 erfiillt
werden kann, somit folgt also:

a=p0=v

und mit der Nebenbedingung:

Somit ergibt sich als maximaler Wert

ﬁ)‘”’ 3V3
2

f(aaﬂaf}/) = <_

Dieser maximale Wert wird bei einem Dreieck mit gleichen Winkeln realisiert, dieses
muss jedoch dann auch ein gleichseitiges Dreieck sein.



