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5 Ubungsblatt Festkorperphysik

5.1 (Strukturfaktor im Diamantgitter)

Fiir das Diamantgitter haben wir die Basis:
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Wir kénnen da alle Teilchen dquivalent sind vorraussetzen, dass der Atomfaktor iden-

tisch ist, also f1 = fo = ... = fr = fs = f gilt. Fiir den Strukturfaktor folgt somit:
8
Sg =1 exp[—i2m (hz; + ky; + 1z;)],
j=1

wobei wir den Basisvektor 7; = xjd; + yjd2 + z;d3 und den reziproken Gittervektor
G= hby + kbs + lbg verwenden. Somit folgt also fiir den Strukturfaktor:

5 =
o [e—ig(h+k+l) 4 e B (BhEBkHD) | =i (h+3k+3D) | e—ig(3h+k+3z)] ‘

S. = f [1+e—i7r(h+k)+e—iw(k+l)+e—iw(h+l)]

Es ist zu zeigen, dass Bragg-Reflexe nur fiir Netzebenen auftreten, die die Gleichung
h+k+1 = 4n mit n € Z erfiillen, wobei h, k,l zudem alle gerade sein miissen oder
Bragg-Reflexe treten auf, wenn h,k,[ alle ungerade sind. Es ergibt sich nun, wenn wir
zuerst den Fall betrachten bei dem h, k,[ alle gerade sind:

Sg = fA+1+1+1+£1+1£1+1]=4+1£1+£141,

hierbei muss man beachten, dass wir je nachdem wie wir h, k,l wéhlen, bzw. deren
Summe, wir ein Ergebnis gleich 0 oder ein von 0 verschiedenes Ergebnis erhalten konnen.
Es gilt exp (—im (2n + 1)) = —1 und exp (—im (2n)) = 1 mit n € Z. Da wir 2n erhalten
wollen, um ein Ergebnis ungleich 0 zu erhalten, miissen wir mindestens 4n in der Summe
von h 4+ k + [ besitzen, da sonst bereits der Exponent %(h + k +1), ungerade werden
konnte, da mit z.B. h + k + | = 2n wir fiir den Exponenten n erhalten wiirden und n in
diesem Falle gerade und ungerade sein kénnte. Uns reicht jedoch einen der Exponenten
gerade zu bekommen, da somit der Strukturfaktor nicht mehr voéllig verschwindet, selbst
wenn die restlichen 3 fraglichen Exponenten ungerade sind und somit —1 liefern. Somit



erhalten wir also mit h+ k41 = 4n Bragg-Reflexe. Betrachten wir den Fall h+k+1 > 4n,
hierfiir liefern nur bestimmte Werte wieder Bragg-Reflexe, da z.B. h+k+[ = 5n uns einen
Exponenten 57” liefert, der ein imaginéres Ergebnis liefert, fiir 6n erhalten wir wieder ein
3n, dies liefert wieder eine —1 und erst bei 8n erhalten wir mit 4n wieder eine 1. Also
kann man sagen, dass h+ k 4+ [ = 4n gelten muss, da nur jede 4n Bragg-Reflexe erhalten
werden konnen. (Fiir 8m = 4n mit n = 2m, womit 4n also 8m enthélt.) Bleibt zu zeigen,
dass Bragg-Reflexe auch auftreten, wenn h, k,[ alle ungerade sind, es gilt:

Sa=fl+1+1+1+itititi=4+ti+ititi#0,

Da die Summe von zwei ungeraden wieder einen geraden Wert liefert, erhalten wir
die Einsen am Anfang des Terms, wir erhalten zwar ein komplexes Ergebnis, aber wenn
wir den Realteil betrachten, ist dieser dennoch nicht Null und somit besitzen wir Bragg-
Reflexe.

5.2 (Reziprokes Gitter einer Oberfldche)
(a)

Wir betrachten ein zwei dimensionales Gitter. Die fehlende dritte Dimension des Gitters
konnen wir uns so vorstellen, dass wir Stdbe aus diesem 2d Gitter besitzen wiirden. Das
heisst, dass wenn man das Gitter aus der Vogelperspektive betrachtet man ein 2d Gitter
sieht, jedoch die Seitenansicht offenbart, dass es sich um Stdbe handelt und nicht um
Punkte. Da wir also eine dritte Dimension hinzugefiigt haben und die Stdbe in diese
zeigen, wéhlen wir einen Vektor 7, der in diese Richtung zeigen soll und somit senkrecht
auf den 2d Gittervektoren @ und ds steht. Die Begriindung wére, dass wir im Falle eines
3d Gitters einfach unendlich Nahe Gitterpunkte in dieser dritten Dimensionhitten, die
senkrecht auf den anderen beiden stehen wiirde und somit auch Stébe entstehen wiirden.
Wir kénnen dann das reziproke Gitter {iber die Bedingung der Translationsinvarianz
bestimmen:

n <F+ f) =n(7),
wobei wir dies durch:
n (F—i— f) = Znéexp <zé (F—i— f)) = Znéexp (zé . 7"’) exp (zé . f) )
é G
ausdriicken konnen, somit also:
exp (zé . f) = 1VT

gelten muss. Da wir ein zweidimensionales Gitter betrachten gilt:

f = v1d1 + veds und é = hgl + ]{Igg,



mit der Bedingung;:

um die oben geforderte Gleichung exp <zé . f) = 1VT zu erfiillen. Dies liefert:

(hgl + k‘gg) . (vlc_il + 'U2(72) = 27n,

Es gilt also:

51'51:271' 51 52:0
_’2 51:0 52 52:271',

(b)

Die Konstruktion der Ewald-Kugel liefert fiir das 2d Gitter Beugung iiberall dort, wo die
Ewaldsche Kugel einen Stab des reziproken Gitters schneidet. Beugung tritt also auch
ohne dass der reziproke Gitterpunkt auf der Kugel liegt auf. Im dreidimensionalen Fall
galt die Bedingung: Ak = é, mit Ak = k' — k. Fiir den zwei dimensionalen Fall gilt
dies nun nur noch fiir die Projektionen 6” = l;|’| — l;”. Da aber auch ein Schnitt mit
einem Stab eine Begung liefert, ist trotz vorgegebener Richtung des eintreffenden Strah-
les keine eindeutige Bestimmung des gebeugten Strahles mdéglich, da mehrere gebeugte
Strahlen gefunden werden konnen. Wie man an der Skizze erkennen kann, wobei ein
Strahl gestrichelt und einer voll gezeichnet wurde.



° o  Vogelperspektive

Seitenansicht

(c)

Dies kann man in Aufgabenteil (b) erkennen, da wenn die Kugel einen bestimmten Radius
besitzt mehrere Strahlen moglichen werden, da durch den Schnitt der Kugel mit den
Stdben und die nicht-Notwendigkeit des Schnittes der Kugel mit einem Gitterpunkt, eine
grofere Anzahl an moglichen Beugungsmdglichkeiten besteht.

5.3 (Debye-Scherrer-Methode)
(a)

Es folgt fiir die Strukturen:

A st fcc Struktur
B ist bce Struktur
C ist Diamant Struktur

Dies folgt aus folgendem Ansatz:



Es gilt die Bragg Bedingung;:
2dsinf = \,

Nun ist zu beachten, das nach der Skizze der Winkel durch 2 zu teilen ist, damit er
der Bragg Bedingung entspricht. Also gilt:

. ¢
2ds1n§ =\,

Wir wissen, dass fiir d die folgende Relation gilt:
a
VRZ+ k2 + 12

Es folgt dann, wenn wir dies in die Bragg Bedingung einsetzen und quadrieren:

(2a)2 20 2
Rrerett g =N

nun liefert umstellen:

c 26
sm§ )\

R+ k2412 <2_a>2

Nun betrachten wir die Strukturfaktoren der verschiedenen Strukturen, es folgt:

Spee = f 1+ e‘i”(h+k+l)}
Stee = f 31 1 eim(htk) 4 o—im(htl) 4 e_m(kﬂ)]
Sdiamant f :1 + eim(htk) 4 p—im(ktl) | e—m(h+z>]
+ f i) + e B (hABRAD) | o—ig (hA3k43D) e—i%(3h+k+3z)]

Nun gilt, dass fiir die bcc Struktur nur Bragg-Reflexe fir h+k+1 = 2n, n € Z
entstehen, die Summe also ein gerades Ergebnis liefert. Fiir die fce Struktur, miissen
alle ungerade oder gerade sein und fiir die Diamantstruktur muss h + k + [ = 4n erfiillt
sein fiir h,k,l alle gerade oder h, k,l miissen alle ungerade sein. Somit haben wir die
Bedingungen gefunden, fiir die Reflexe auftreten. Nun kénnen wir die Winkel aus der
Tabelle einsetzen und ausrechnen, wobei fiir die ersten Reflexe durch die Bedingungen
folgt mit £ = h% + k? + 12

Rbce = 2747678
Kfee = 3,4,8,11
Rdiamant = 37 87 117 16



Fiir bee folgt:
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Die anderen Strukturen liefern fiir die angegebenen Winkel keinen konstanten Wert,
daher muss bee die Struktur fiir Probe B sein.

Fiir fec folgt:

5 50.8°
n- =

32.3

32.6

32.6

324

3
womr = B
4
8
e = 23.2
sin? 7220
11
—— e = 231
gin? 8723

Die anderen Strukturen ergeben wiederum keinen konstanten Wert, daher muss fcc
die Struktur der Probe A sein. Somit bleibt fiir die Diamant Struktur nur noch Probe
C iibrig. Dies ergibt sich aber auch, wenn man die Winkel einsetzt:

@ = 2255
@ = 225
@ = 224

Somit besitzt die Probe C eine Diamantstruktur.

(b)

Nun haben wir leichtes Spiel die kubische Gitterkonstante zu bestimmen, da wir bereits
in Aufgabenteil a) die Vorraussetzung dazu geschaffen haben, denn es gilt nach a):



20\ 2
<7a> = konst.,

wobei diese Konstante in a) fiir die jeweilige Struktur berechnet wurde, umstellen liefert
nun:

Nun berechnen wir explizit die kubischen Gitterkonstanten, wobei wir die Konstan-
ten aus Aufgabenteil a mit cpe. = 32.5, cfee = 23.1 und cgigmant = 22.5 angeben. Die
Wellenlinge X ist mit A = 1.5 - 10719 m gegeben. Einsetzen hiervon liefert:

1.
Apee = 75\/32.5 21070 m =4.28 1070 m = 4.28A
1.
Afec = 75\/23.1 -1071%m =3.60 - 10719 m = 3.60A

1.
Adiamant = 75\/22.5 21070 m =3.56-1071%m = 3.56A

(c)
Wenn wir die Diamantstruktur durch eine Probe Zinkblende-Struktur ersetzen wiirden,

wiirden durch die unterschiedlichen Atomfaktoren f7,, und fq neue Reflexe moglich
werden. Fiir den neuen Strukturfaktor gilt:

Szns = Jfzn {1 + emim(htk) 4 o—im(k+l) e—m(hH)]

+fy [e—ig(h+k+z) | o5 BhABRH) | —iF (h3k43D) 4 —iT (3h+k+3])

Y

somit wiirden auch fiir h, k,[ alle gerade nicht die Reflexe verschwinden. Die neuen
Reflexe wiren durch:
HZHS = 2,3,4,6

charakterisiert. Nun konnen wir die d’s berechnen mit d = ﬁ = % . Setzen wir diese

=

d’s in unsere Braggbedingung ein, so folgt mit A = 1.5:

A
2dsin§ =\ <& ¢ = 2arcsin 20’

Somit folgt:



p2 = 34.7°

o3 = 42.8°
¢y = 49.8°
¢¢ = 62.1°

Wobei gendhert die ZnS-Struktur mit der Gitterkonstanten der Diamant-Struktur
berechnet wurde.
5.4 (Energie von Gitterwellen)

Wir betrachten die longitudinale Welle ugs = wug cos (ska — wt), die sich in einer mono-
atomaren linearen Kette von Atomen der Masse M, Abstand a und Néchster-Nachbar-
Wechselwirkungskonstante f fortpflanzt.

(a)

Es ist zu zeigen, dass fiir die totale Energie der Welle:

Eior = MZ (dus> —f Z —ust1)?,

gilt, wobei s iiber alle Atome lduft. Jedes Teilchen ist mit dem direkten Nachbar {iber
die Kraftkonstante f verbunden und die Auslenkung des Teilchens ist mit u; gegeben,
wobei ¢ das spezifische Teilchen sein soll. Dann kénnen wir fiir ein Teilchen schreiben:

F=f (US — Ug+1) +f (Us—l - us) )

Wenn wir jetzt alle Teilchen betrachten wollen, da die Welle alle Teilchen umfasst,
miissen wir beachten, dass wir eine Kette iiber s Atome besitzen und somit folgt:

F= fz s — Usy1)

wobei allgemein fiir die Arbeit, die der potentiellen Energie (V') , entspricht:

gilt, somit also:

folgt. Fiir die kinetische Energie (T') jedes Teilchens gilt:



1 o 1 (dus\?

nun miissen wir noch iiber alle Teilchen summieren, da wir die gesamte Welle betrach-
ten wollen und es folgt fiir die kinetische Energie:

T — 1M Z dus 2
2 \dt )
Da die totale Energie aus kinetischer und potentieller Energie besteht, folgt:

1 dus 2 1 2
Etot:T+V:§MZs:<dt> +§f§s:(u3_us+1) .

(b)
Es ist nun zu zeigen, dass das zeitliche Mittel der totalen Energie pro Atom gegeben ist

durch:
Lorao 1 o 1, 99
ZMW upy + §f [1 — cos (ka)| ug = §Mw ug,

wir setzen also us = wugcos (ska — wt) ein und erhalten, wobei wir zugleich s = 0
setzen, also das 0. Atom betrachten:

2
Etot = %Mug (W) + %fu% (cos (—wt) — cos (ka — wt))?,

dies liefert:
1 2,2 2 L. o 2
Eipr = §Mw ug sin® (—wt) + §fu0 (cos (—wt) — cos (ka — wt))~,
nun kénnen wir das zeitliche Mittel betrachten:
1 1
(Etor) = §Mw2u(2)<sin2 (—wt)) + §fu(2) ((cos (—wt) — cos (ka — wt))?).
Der erste Term liefert einen Faktor %, da sin? zwischen 0 und 1 oszilliert. Fiir das
zeitliche Mittel der totalen Energie kdnnen wir unter der Annahme das die totale Energie

in der kinetischen Energie stecken wiirde, d.h. also, dass der Term w4, maximal wird
(dieser wird aber mit cos — 1 maximal), den Term:

1
(Eior) = §Mw2u(2)(1>,

erhalten und somit folgt:



1 1
Mw?u? ZMuﬂu% + §fu(2) ((cos (—wt) — cos (ka — wt))?),

N —

nun bleibt nur noch zu zeigen, dass:
L, o 2y _ 1 2
§fu0 {(cos (—wt) — cos (ka — wt))”) = §f [1 — cos (ka)] ug,

gilt. Wir bilden also das zeitliche Mittel:
1 [T
((cos (—wt) — cos (ka — wt))?) = T / dt (cos (—wt) — cos (ka — wt))?,
0

Hierbei ist T' = 2w—”, somit folgt:

21
% “dt (COS2 (—wt) — 2cos (—wt) cos (ka — wt) + cos® (ka — wt))
0

Dies liefert:

2
z4——7rcos(l’<:a)—|-z )
w o w w

{(cos (—wt) — cos (ka — wt))?) = % [

Dies konnen wir umformen:

w |m 27 s
— | =+ — k —| =1 ka),
o w+wCOS(a)+w] + cos (ka)

dies wollten wir gerade zeigen, somit gilt also auch der gesamte Ausdruck:
1 2.2 1 o 1 2,2
ZMw ug + §f [1 — cos (ka)]ug = §Mw ug,

was zu zeigen war.
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