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4 Ubungsblatt Festkorperphysik

4.1 (Bragg-Reflexe im Ni)

Um die Gitterkonstanten der einzelnen Ebenen zu bestimmen, betrachten wir den Ab-
stand zwischen zwei gleichen Ebenen, dies entspricht der Gitterkonstante. Es folgen somit
die folgenden Gitterkonstanten:

acio0) = a, ac1) =

1
a200) = B} a, a(220)
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wie wir aus den folgenden Skizzen erkennen konnen:
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oder mit der Formel aus Aufgabe 16 bestimmen konnen:
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Mit diesen Gitterkonstanten und der Braggbedingung:



2a sin (0) = nA,

erhalten wir, wobei wir die Braggbedinung umstellen, um den Winkel der Réntgenre-

flexe zu bestimmen allgemein:
A
0 = arcsin <n_) .
2a

Fiir die speziellen Ebenen folgt somit:

. (nA
0(100) = arcsin 50 )
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Nun kénnen wir diese noch explizit ausrechnen mit n = 1:

1.54 10"
2.3.52-10-10 4y

0(100) = arcsin < ) = arcsin (0.22) = 12.64°
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f(111) = arcsin ( ) = arcsin (0.38) = 22.26°

1.54 10"

m) = arcsin (0.44) = 25.94°

0(200) = arcsin <

, 11.54-107"9m . o
0(220) = arcsin <\/§m> = arcsin (0.15) = 8.90°.



4.2 (Netzebenenabstand 1)

(a)

Wir zeigen, dass G senkrecht zur Netzebenenschar (hkl) ist, wobei wir sagen kénnen,
das diese durch die zwei nicht kollinearen Translationsvektoren T und 7" aufgespannt
wird (da wir eine Ebenenschar betrachten, brauchen wir bei der Parameterform keinen
Stiitzvektor, sondern kénnen die Ebene betrachten, die durch den Nullpunkt geht). Die
Translationsvektoren miissen senkrecht aufeinanderstehen, d.h. ihr Kreuzprodukt darf
nicht verschwinden, zudem miissten wir einen Vektor in é—Richtung erhalten, wenn dieser
senkrecht auf den beiden Translationsvektoren steht. Mit den Definitionen:

T = n1d@; + noda +ngds und T = nid@ + nhds + nhas,

folgt:
04T x T,
explizites Einsetzen liefert:
T X f/ = nlnlz (61 X dg) + ngn/l (dg X 61) + 77,377,/1 (63 X dl) + nlng (dl X 63) + 77,277,/3 (62 X dg)

! o -
+ ngny (ds X dz)
= (minh —nan}) (@1 x @2) + (n3n] — nanj) (@3 x @) + (nanfs — ngny) (@2 x as) ,
wobei wir nun jeden Term mit S—Z . %, erweitern konnen, wobei Vgz = @ (dy X d3)
und somit die primitiven reziproken Gittervektoren schreiben konnen:

-

N 4 Vez
T T — 2: (ninh — n2n1) b3 4 - o (ngnl nmg) bz + — 27r (n2n3 n3ng) by.

Somit erhalten wir also einen Vektor in é—Richtung, d.h. G steht senkrecht auf der Net-

zebenenschar (hkl) , wenn wir wollen, kénnten wir noch die Vorfaktoren dementsprechend
Vez Vez

benennen (h = Ye= (nonfy — nanb), k= Y= (ngnf —nanh), 1 = Y= (nnh — ngnll)) und wiir-

den dann direkt G erhalten, jedoch war nur zu zeigen, dass G senkrecht auf der Ebene
steht.

(b)
Es ist zu zeigen, dass der kleinste Netzebenenabstand durch:

dprr = ’2—7:

)

gegeben ist. Wir betrachten eine Netzebenenschar, wobei die Abstéinde zwischen den
Ebenen gleich, also dquidistant seien. Somit kdnnen wir wieder den Nullpunkt betrachten



und den Abstand zur nichsten Ebene vom Nullpunkt aus gesehen bestimmen, bzw.
anders herum auch den Abstand von einem beliebigen Punkt, durch die die Ebene geht
zum Nullpunkt. Wir wihlen einen beliebigen Punkt des Gitters mit T = nidy + nads +
nsdsz, wobei wir wissen, dass der Gittervektor G = hgl + k‘gg + lgg senkrecht auf der
Ebene durch diesen steht, somit betrigt der Abstand der Ebene zum Nullpunkt:

‘Ql

2
=T |hni + kng + Ins| .

ClIINE

Hierbei haben wir die Relation d; - 5j = 2md;; ausgenutzt. Wir haben definiert, dass n;
und h, k, [l ganze Zahlen sind, somit ergibt sich als kleinster mdoglicher von Null verschie-
dener Abstand, namlich fiir |hn; + kng + Ing| = 1:

d=|T-

Q)

dni = 2—ir
4

4.3 (Netzebenenabstand 2)
(a)

Fiir das kubische Gitter mit Gitterkonstante a, folgt fiir den kleinsten Abstand der Net-
zebenenschar (hkl) ;mit dem Gittervektor G = hby + kby + lbs :

2
hkl — = = =
Mm+k@+w3

d

fiir den Betrag gilt |Z| = /22 + y? + z2. Da wir die kubische Elementarzelle betrach-
ten, gilt d; X dy = d3 etc. Somit kénnen wir also unsere b’s umschreiben:

52)(63

by = 2n—— —— = 27— 5
a - (de x as) ay - dy a

dquivalent fiir by und bs. Einsetzen und Anwendung des Betrages liefert also:

2m B 2m B a
\/4772h2%+47r2k2%+47r212% oriVRZ+ k2 + 12 VRZ+R2 412
a a a

A =

Somit ist gezeigt, das fiir den kleinsten Abstand der Netzebenenschar (hkl) :
a
dnil = ————,
M R R+ 2
gilt.



(b)
Der kleinste Netzebenenabstand im hexagonalen Gitter betragt:
a

it = 4 (12 2 a? 72
V& (B2 + hk + k2) + 51

4.4 (Bragg-Bedingung)
Fiir die Streubedingung gilt:

—

Ak =G,
mit Ak =k — k', somit folgt also:
k-F=CGek=G+F.
Wir konnen dies quadrieren und erhalten:
=G +k?+2K -G,
Nun kénnen wir ausnutzen, dass wir elastische Streuung haben, also k = k’ gilt, somit
also auch k? = k2, dies vereinfacht unsere Gleichung zu:
0=G?+2k -G,

Nun koénnen wir das Skalarprodukt ausschreiben, wobei der Winkel v, der Winkel
zwischen k¥’ und G sei. Somit folgt:

1=
—§G2 =k G cosy,

Nun koénnen wir durch G kiirzen, zudem ausnutzen, dass G und —G reziproke Gitter-
vektoren sind um das Minuszeichen loszuwerden und das verbleibende ’G‘ mit Hilfe von

unserem Ergebnis aus Aufgabe 15 umschreiben, wobei |G| = 2% |n| :
dhki

T
—n =k cos~,
dhi
Nun konnen wir k = 2{ einsetzen und erhalten:
T 2
——n = — cos",
dhk A

umstellen liefert:
nA = 2dpg; cosy,

Die Definition von dem Winkel zwischen &’ und der Ebene mit 6§ = 90° — v, wobei
somit cos () = cos (0 + 5) = sin (0) gilt, liefert uns das gesuchte Ergebnis:

nA = 2d sin (0) .



4.5 (Reziprokes Gitter)
(a)

Wir bestimmen die reziproken Gitter der bee-, der fce und der hexagonalen Struktur,

hierfiir betrachten wir zuerst die primitiven Gittervektoren der urspriinglichen Struktur,
fiir diese gilt, wobei wir mit dem bcc Gitter beginnen:

@ a
1,bcc = 5
2 -1 1 1

Fiir das fcc Gitter folgt:

a 1 0 a 1
C_il,fcc = 5 1 ) a:2,fcc = % 1 ) a:3,fcc = 5 0
1

Wihrend fiir die hexagonale Struktur beachtet werden muss, dass wir eine hdhere

Seitenléinge in z-Richtung besitzen mit ¢ = \/ga. Somit folgt:

a 0 0
61,hcp = 0 ) aj2,hcp = a ) 63,hcp = 0
0 0 c

— - — 61 X 62
by = 2mo@ax@L__ po_op U Z7U2
al-(a2><a3) ai - (CLQ X a3)

Nun koénnen wir explizit die jeweiligen primitiven Gittervektoren einsetzen, um die
reziproken Gittervektoren zu berechnen:

1
2
a
7| ! )
b _ A2 bec X A3 bee _ 0 _ 27
1,bcc = 215 - — =27 pe; = — 1
Qa1 bee * (a2,bcc X a3,bcc) 5 a 0
0
2
a
7|1 0
l‘)’ —9 a3 bec X G1 bee —9 1 . 27 1
2,bcc = 4TS = = =27 g = —
a1 bee - (a2,bcc X a3,bcc) > a 1



a2
2 1
- a X 1 2
b3,bcc =27 l,bic 2,bc_)c =27 3 = — 0
Qa1 bee - (a2,bcc X a3,bcc) % a 1
Fiir das reziproke fcc Gitter folgt:
1
2
- a X @ -1 2
Br.pec = 27— 27fic 37fic — o 3 _ T 1
ai,fec* (a2,fcc X a3,fcc) % a -1
—1
2
T| 1 o
- a X @ 1 2
b27fcc =21 37fic 17fic =27 3 = il 1
ai,fec* (a2,fcc X a3,fcc) aT a 1
1
2
2| - 1
- a X 1 2
b3,fcc . l,fic 2,fic — 9 , _ _7T 1
ai,fec* (a2,fcc X a3,fcc) aT a 1

Somit fallt auf, dass das reziproke Gitter der bce Struktur die fcc Struktur und das
reziproke Gitter zur fce die bee Struktur ist. Dies erkennt man, wenn man die Vektoren
nebeneinander aufschreibt, wobei die Richtungen der Vektoren identisch sind:

a 1 -1 1
ajl,bcc = 5 1 ) a:2,bcc =3 1 ) 63,bcc = -1
-1 1 1
1 -1 1
- 27 - - 27
bl,fcc = 7 1 ) b2,fcc = %Tﬂ ( 1 ’ b3,fcc = -1
-1 1 1
und
a 1 0 1
a:l,fcc = 5 1 ) a:2,fcc = % 1 ) a:3,fcc = 2 0
0 1 1
1 0 1
- 27 - - 27
bl,bcc - 1 3 b2,bcc - %Tﬂ ( 1 ) b3,bcc - 0
0 1 1



(b)

Da wir die Gitterkonstanten fiir die fcc und bee Struktur bereits kennen, ist die Rechnung
einfach, da die reziproken jeweils das andere sind. Wir erhalten somit also anstatt der
urspriinglichen Gitterkonstanten d = a eine Gitterkonstante dt = %’T. Diese gilt sowohl

fiir das fcc und bce reziprok Gitter und folgt daher, dass wir anstatt dem Faktor g

nun den Faktor %’T vor den Gittervektoren haben, somit konnen wir uns eine Rechnung

sparen.

(c)
Es ist zu zeigen, dass das reziproke Gitter eines reziproken Gitter wieder das urspriingliche
Gitter ist. Hierfiir betrachten wir zuerst das Volumen der reziproken Elementarzelle,

welches mit dem Spatprodukt by - (52 X 53) gegeben ist. Fiir dieses ergibt sich:

VEZ:gl . (82 X 53) = (2_71'

Nun kénnen wir mit diesem Hilfsmittel, wobei T reziprok heissen soll, von unseren
reziproken Vektoren ihr reziprokes bilden, wobei b; = d’j mit ¢ = 1,2, 3 gelten soll:

ot o 2t [N 2
= ay, X a bg X bg VEZ 27 1
b+:2ﬂ'u:2ﬂ' =27 ( ) 63X61 X@lxﬁg :—ﬁlﬁg-ﬁgxﬁl :ﬁl,
= on B < on R < an () s < ) ¢ (1 ¢ )] = i [ (¢ )

Wir haben hierbei die Grassmannidentitiit benutzt mit @ x b x &= 5(&’- é)— 5(6- 5) ,
wobei wir fiir @ = (a3 x dy), b=a,und &= dy gewéhlt haben, wobei (d3 X @
(_il ((53 X 61) : 52) —52 ((63 X 51) . 51) = 51 (52 . ((_ig X 51)) s wobel der (_’3 X a
eine Null liefert, da das Kreuzprodukt von parallelen Vektoren Null ist.

a )xd’lxé’g =
1) -dp Term

- d)-i_XC_LH— l;gxgl VEZ 27 2 1

b =2r2——L —9r =27 ( > @1 X d9) X (dy X @3)] = ——as @3 - (@1 X d@2)] = o,

3 73 v 2n) \Viz [(@1 x d2) x (@2 x @3)] Vs 2 [d3 - (@1 X d2)] = d2
o+ T 2

- a; xa b1 X by Vez ( 2w LS LS r . "

b =or L2 — = ( ) o X @3) % (a3 x @1)] = ——as[d1 - (G2 x d3)] = as,

S =2r v T v ﬂ(%)g . [(do x d3) x (@3 x a1)] Vi 3[dy - (A2 x d3)] = ds

somit ist also der reziproke Vektor eines reziproken Vektors wieder der urspriingliche
reale Vektor, das gleiche gilt somit auch fiir das Gitter.



