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cubicDas Volumen für die kubische Einheitszelle lässt sich mit den Vektoren:
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,mit Hilfe des Spatproduktes berechnen:

Vkubisch = |~a1 · (~a2 × ~a3)| =
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= 1,wobei für die Beträge der Vektoren:
a1 = 1, a2 = 1, a3 = 1,gilt.
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face − centered cubicDie primitiven Gittervektoren der fcc-Struktur sind von folgender Form:
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,für die Beträge folgt somit:

a1 =
1√
2
, a2 =

1√
2
, a3 =

1√
2
,hieraus ergibt sich mit dem Spatprodukt ein Volumen von:

Vfcc = |~a1 · (~a2 × ~a3)| =
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.Im Vergleich zur kubischen Einheitszelle beträgt das Volumen ein Viertel.
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body − centered cubicDie primitiven Gittervektoren der bcc-Struktur sind von folgender Form:
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,für die Beträge folgt somit:

a1 = 1, a2 = 1.5, a3 = 1,hieraus ergibt sich mit dem Spatprodukt ein Volumen von:
Vbcc = |~a1 · (~a2 × ~a3)| =
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.Somit ergibt sich auch für die bcc-Struktur, dass das Volumen ihrer primitiven Ein-heitszelle der Hälfte des Volumens der kubischen Einheitszelle entspricht.(b)Wir können aus den oberen Skizze erkennen (mit ein wenig Vorstellungskraft noch einpaar Kügelchen einbilden), dass sich für die fcc-Struktur 6 übernächste Nachbarn undfür die bcc-Struktur auch 6 übernächste Nachbarn ergeben, dies entspricht den direktenNachbarn der primitiven kubischen Elementarzelle.3.2 (Wigner-Seitz-Zelle)Wir betrachten die Wigner-Seitz-Zellen für die zweidimensionalen Bravais-Gitter.

3



Quadratgitterallgemein: a1 = a2 ; ϕ = 90◦

Rechteckgitterallgemein: a1 6= a2 ; ϕ = 90◦ hier: a1 = 2a2 ; ϕ = 90◦

hexagonales Gitterallgemein: a1 = a2 ; ϕ = 120◦
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Parallelogramm Gitterallgemein: a1 6= a2 ; ϕ 6= 90◦ hier:√2a1 = a2 ; ϕ = 45◦

zentriertes Rechteckgitterallgemein: a1 6= a2 ; ~a1 · ~a2 =
a2

1

2
hier: √2

2
a1 = a2 ; ϕ = 45◦3.3 (Miller Indizes)(a)

x

y

z

(121)5



x

y

z

(11̄1)

x

y

z

(02̄1̄)

6



x

y

z

(1̄01)

x

y

z

(121)

7



x

y

z

(11̄1)

x

y

z

(02̄1̄)

8



x

y

z

(1̄01)(b)Wir betrachten die (100)− und (02̄1̄)−Ebenen des fcc-Gitters, es sind die Miller-Indizesbezogen auf die primitive Elementarzelle des fcc-Gitters zu bestimmen. Für die primitivenGittervektoren ergibt sich somit:
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.Die Basistransformation liefert somit eine Transformationsmatrix:
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.Somit folgt für die Ebenen (100) → (110) , aus den Schnittpunkten (22∞) →

(

1
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→
(110) und (02̄1̄) → (01̄2̄) . Dies kann man schnell erkennen, wenn man die folgende Skizzebetrachtet:
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(100) → (110)

(02̄1̄)

3.4 (Raumfüllung)Wir betrachten die Raumfüllung der dichtesten Kugelpackung, hierzu betrachten wir dieElementarzelle und berechnen die Packung dieser.Für die hexagonal dichteste Kugelpackung folgt, wenn wir die folgende Skizze betrach-ten, wobei wir eine ABAB. . . Struktur besitzen, dass die hexagonale Struktur erhaltenwird:
10



hcp

A

A

BVEZ

Für das Volumen der Elementarzelle erhalten wir (die Grund�äche entspricht einemRhombus/Raute): VEZ,hcp = a2 sin ϕc = a2

2

√
3c. Für das Verhältnis von a zu c folgt imidealen Fall: c

a
= 1.633. Somit folgt also für a = 1 ein Volumen von:

VEZ,hcp = 1.414.Wir erhalten, da in 2D der Abstand zwischen zwei Gitterpunkten d = a1 = a2 = abeträgt einen maximalen Radius von der Hä�te des Abstandes, womit sich ein Radiusvon rhcp = a
2
ergibt.Wir besitzen pro Elementarzelle 8 · 1

8
+ 1 · 1 = 2 Atome, wobei die 8 Atome in denEcken der Elementarzelle sitzen und von der A Schicht stammen, während das in derMitte sitzende Atome aus der B Lage stammt. Somit folgt, also für das Volumen das dieKugeln einnehmen:

VK =
4

3
πr3

hcp = 0.524.Für das Gesamte Volumen das die Kugeln einnehmen folgt somit:
Vhcp = 2VK = 1.047.Damit erhalten wir eine Raumfüllung von:

Vhcp

VEZ,hcp

= 0.74.Dies entspricht einer Raumfüllung von 74%.Als zweites betrachten wir die kubisch dichteste Kugelpackung, wobei sich für dieABCABC. . . Struktur die fcc Struktur ergibt, wie man auf der Skizze erkennen kann:11



face − centered cubic

C

A

BBetrachten wir nun, um den maximalen Radius der angenommenen Kugeln zu bestim-men eine 2D Skizze:

2D face − centered cubic
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Da der Abstand zwischen den zwei nächsten Kugeln d = 1√
2
ist, kann jede identischeKugel maximal den halben Abstand als Radius haben. Somit ergibt sich ein Kugelradiusvon rfcc = 1

2
√

2
.Es ergibt sich für die kubisch dichteste Kugelpackung mit einem Kugelradius von

rfcc = 1

2
√

2
und einer Anzahl von 4 Kugeln in der Elementarzelle:

VK =
4

3
πr3

fcc = 0.185.Somit folgt für das gesamte Volumen, dass die Kugeln ausfüllen:
Vfcc = 4 · 0.185 = 0.74.Bezogen auf die Einheitselementarzelle mit der Seitenlänge 1 folgt somit für die Raum-füllung, die das Verhältnis zwischen Gesamtvolumen und durch die Kugeln ausgefülltesVolumen beschreibt: 12



Vfcc

VEZ

=
0.74

1
= 0.74.Dies entspricht einer Raumfüllung von 74%. Somit sind die hexagonal und kubischdichteste Kugelpackung von der Raumfüllung identisch.Betrachten wir nun zuletzt die Raumfüllung der Diamantstruktur.Die Elementarzelle der Diamantstruktur bestitzt 8 Atome (8· 1

8
Ecken, 6· 1

2
Kanten, 4·1Volle Atome → 8 · 1

8
+ 6 · 1

2
+ 4 · 1 = 8). Für den Abstand zwischen zwei Atomen folgt, dawir zwei ineinander geschobene fcc-Gitter haben, wobei eine Verschiebung von 1
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, somitfolgt ein maximaler Radius von der Hälfte also rC = 1
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. Für die Kugeln folgt somitein Volumen von:

VC =
4

3
πr3

C = 0.0425.Die Multiplikation von 8 liefert das gesamte ausgefüllte Volumen durch die Kugeln:
8 · VC = 0.34.Da wir die Einheitszelle betrachten, welche ein Volumen von eins liefert, bringt derVergleich:
VC

VEZ

= 0.34.Für die Diamantstruktur ergibt sich eine Raumfüllung von 34%, somit ist sie vielgeringer als die vorher bestimmten Raumfüllungen.3.5 (Symmetrie von physikalischen Gröÿen)Wir betrachten die dielektrische Funktion ε für den Fall eines hexagonalen Gitters, wobeiallgemein für ε gilt:
ε =







εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz






.Wir betrachten den Fall, dass wir die Drehachse entlang der z-Achse legen, wobei dieDrehachse 6-zählig ist, da wir eine hexagonale Gitterstruktur betrachten, womit wir jede

60◦ dieselbe Struktur erhalten können. Wir betrachten den Kommutator von ε und derDrehmatrix R: 13



[ε,R] = 0Diese muss verschwinden, da die dielektrische Funktion invariant zur Drehung seinsollte. Somit können wir ε bestimmen:
[ε,R] = εR − Rε = 0,hieraus folgt mit:
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= 0Hm, alternativ kann ich noch das anbieten:
ε =
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