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6 Ubungsblatt Kern und Teilchenphysik

6.1 (Dipol-Dipol-Wechselwirkung)

Es ist zu zeigen, dass die Erwartungswert von

QZB(/Y-f) (E-f) _A.B
in jedem kugelsymmetrischen Zustand null ist. Zuerst wollen wir jedoch ein-
sehen, dass sich der als 0 zu zeigende Term umschreiben lasst in:

(Q =aAd-B

Hierfiir berechnen wir explizit:

(A 'f‘) (é . 'f‘) = (A1€1 + Ases + A3€3) (Blel + Baoes + B3€3)

= A1B16% + A132€1€2 + A1B36163
+ A2B16162 + A2B2€§ + A2B36263
+ AsBijeres + A3Baeses + A3 Bses

Wir kénnen bereits erkenne, dass sich hierin ein Teil des gesuchten Term als:
(/T é) 62 = AlBle% + AQBQG% + A3B3€§

versteckt (insofern die Annahme e? = €3 = 3 = €3 sich als richtig rausstellen
wird). Somit gilt also:

Q=3K+(3¢*~1)A-B

mit

K = AiBseies + A1Bseies + AsBieies + Ao Bseges + AsBiejes + AsBoeaes

Wir miissen nun zeigen, dass fiir den Erwartungswert K = 0 ist. Hierfiir
betrachten wir den Erwartungswert von K:

wir brauchen nur den Winkelanteil beachten, da hierfiir bereits alle Terme
verschwinden, was wir sogleich zeigen, wobei wir L = 0 setzen in einem ku-
gelsymmetrischen Zustand (wir nutzen Kugelflichenfunktionen Y, (4, )) und
mit

el sin 6 cos ¢
7= e | = | sinfsingp
es cos



, wobei 7 Einheitsvektor ist, folgt mit Y = \/% fiir I = 0 bei Winkelinte-
gration. Fiir die einzelnen Terme:

T 2
(e1e9) / df sin® 9/ dp cos psin @
0 0
Mit
2m

2m
/ dy cos psinp = [—6082 go}iﬂ —/ dy cos psin
0 0

folgt nach umstellen:

27
1 ~ 1
/ di cos psing = = [— cos® gp}z =—[-1+1]=0
0 2 2
somit also:
<€1€2> =0
weiter mit

T 2
(eres) /d@sinzﬁcosﬁ/ dp cos ¢
0 0

- / df sin®  cos § [~ sin ]2
0
= 0

zu guter letzt:

™ 27
(ege3) /d@sinQGCOSH/ dpsin p
0 0
= /d@sinQGCOSH[—coscp]gw
0
= /d951n290059[—1+1]

0
=0

Somit gilt also:

(K)=0

und die Voriiberlegung ist abgeschlossen, es lasst sich also der Erwartungs-
wert als:

—

(Q)=ad B

darstellen, wobei



wir miissen also nun noch die Erwartungswerte fiir 3, e3 und e3 bestimmen.
Diesmal kénnen wir die Radialanteile nicht einfach vernachléssigen, da zu er-
warten ist, dass diese Terme nicht verschwinden. Fiir den Erwartungswert gilt
also:

o) T 27
(A) = / dr/ d9/ dor? sin OR* (MY (8,0) AR (1) Yim (6, 9)
0 0 0
Benutzen wir nur die Orthonormalitét:

(Ylg) =1

und das Wissen, dass die Kugelflichenfunktionen orthonormal sind, so folgt:

/ drr R = 1
0

Hiermit kénnen wir weiter rechnen (|Y00| = L), wobei wir priifen wollen,

4
ob (62 =e?=e3 = e%) gilt:

s 2
<e§> = <sin2 6 cos? gp> = i ; df sin® 9/0 dy cos® ¢
™ 2m
<e§> = <sin2951n2 go> = i ; df sin® 9/0 dpsin® ¢
1 ™ ] 2m
<e§> = (cos® 0) = E/o d9s1n9cos29/0 dy

Einzelnes 16sen der Integrale:

T 1
2 4
/ df sin® 6 :/ dc059(1 —cos29) =2—-—=-==
0 ~1 33

Das néchste Integral 16sen wir mit Hilfe von cos 2 = 2cos? o —1 = cos? ¢ =
2 (1 + cos2¢p)

2w 27 1 1 1 27
/ d<pcos2<p:/ dp— (14+cos2p) == | — —sin2p| =
0 0 2 2 2 0
Fiir das nichste Integral nutzen wir cos2¢ = 1 — 2sin®p = sin®¢ =

3 (1 — cos2¢p)

2w 27 1 1 1 2m
/ dcpsin2cp:/ dp= (1 —cos2¢) = - |+ =sin2¢| ==
) , 72 2 2 o

Nun noch das letzte Integral:

T 1 1 cos =1 2
/ df sin 6 cos® 6 :/ dcosfcos® 0 = {g cos® 9} = -
0

-1 cos f=—1



Insgesamt liefert das:

0ot o) = i1
<sm 0 cos <p> = 73"=3
n2osino) = i1
<sm 0 sin <p> = =373
12 1

<COS2 0> = E§2Tr = g

Dies zeigt tatsichlich, dass e? fiir alle Komponenten gleich ist und bestéitigt
im nachhinein die Annahme. Eingesetzt in (1):

1
—3.2_-1=0
@ 3

und zuséatzlich folgt hiermit gleich das gesuchte:

(@) =0

6.2 (A°-Teilchen)

Es ist zu zeigen, dass die Spin-Flavourwellenfunktion des A° im Spin-up Zustand
lautet:
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Wir kénnen dies umschreiben, indem wir die Spin- und Flavourwellenfunk-
tionen voneinander trennen:

1
)y = \/ﬁ{ 117 (uds — sud + sdu — dus)

+ 117 (dsu — uds + dus — usd)
+ 171 (sud — dsu + usd — sdu) }

|AY

N | =
N —

Dies lésst sich auch schreiben als:



|AY

N =

)y = \/%{ 11 (uds — dus 4+ sdu — sud)

— 117 (uds — dus + usd — dsu)
— 17! (sdu — sud + dsu — usd) }
1

= Jﬁ{ﬁu—lﬁﬂwk—wﬁ

+ (11T = 111) (dsu — usd)
+ (111 = 111 (sdu — sud) }

N =

Da jeweils uds < dus, dsu < usd und sdu < sud antisymmetrisch un-
ter Vertauschung reagieren, sind diese antisymmetrisch, jedoch sind zusétzlich
TIT=1UTT, 17T 1T lund T/T< 17| aus antisymmetrisch. Das heisst die Flavour-
funktionen und die Spinfunktionen sind antisymmetrisch, da diese jedoch die
Spin-Flavourwellenfunktion ausmachen, muss die Spin-Flavourwellenfunktion
symmetrisch sein.

Es sind nun der Spinoperator S. und der Isospinoperator I, auf die Spin-
Flavourwellenfunktion anzuwenden und zu zeigen, dass S, = % und I3 = 0

gjlt. Anwendung; des Spinoperators (5'2 = 5'12 + S'QZ + 3’32 mit den Eigenwerten
Si: 1= 3 und S;. |= —1 liefert:

11

SN0 ==

| 22>
dh. S, =

dass [.u = %,fz

+ +

\/%{ (Slz + 89, + S’gz> 11 (uds — sud 4 sdu — dus)
(S’lz + S5, + 5'32> 117 (dsu — uds + dus — usd)
(81 + 8o+ 852) 111 (sud — dsu +usd — sdu) }

— U

ﬁ ‘
[\
—

% (1—141) 117 (uds — sud + sdu — dus)

(=14+141) |17 (dsu — uds + dus — usd)

N = N =

(1+1-=1)11! (sud — dsu + usd — sdu) }

—_
—_

§E{ 117 (uds — sud + sdu — dus)
117 (dsu — uds + dus — usd)
111 (sud — dsu + usd — sdu) }

Anwendung von I liefert (mit Hilfe von ET 67, wissen wir,
d= —% und fzs = 0, zuséatzlich gilt wieder fz = flz +f2z +f3z):



1
Vi2
+ (U1 =110 (e Boe + Iz ) dsu — Bz + e + L. ) wsd)

+ (1T =110 ((jlz + j2z + j?;z) sdu — (jlz + fgz + fgz) sud) }
- \/%{(TH—lTT)<%(1—1+0)Ud5—%(—1+1+0)dus>

+ (m—m)(%(—1+0+1)d8u—§<1+0—1>usd)

LI 22) {000 =10 (B + foe + B ) s — (s + o 4 1) dus)

+ (T =110 (%(0—1+1)sdu—%(0+1—1)sud>}
=0

es gilt also tatsdchlich Is = 0. Es ist nun mit Hilfe von Aufsteigeoperatoren
S+ (S+ T: 0 und S.;,_ l:T) und I+ (I+U = % = d, I+d = %, I+S = 1, da
jedoch weder % noch 1 zu einem Quark fiihren, verschwindet der Anteil, auf den
diese angewandt wurden) zu zeigen, dass die gefundenen Werte fiir S, und I,

maximal moglich sind und somit S = % und I = 0 folgt. Beginnen wir mit S, :
S, |A 11) = L{ (S’1+ +5'2++5'3+) 117 (uds — sud + sdu — dus)
22 V12

+
/N

Sip + Soy + S’3+) 117 (dsu — uds + dus — usd)

+ (SH 8+ S*3+) 111 (sud — dsu + usd — sdu) }
- \/%{ (0+ 117 +0) (uds — sud + sdu — dus)

+ (111 +0 +0) (dsu — uds + dus — usd)

£ (04 0+ 111) (sud — dsu + usd — sdu) }

_ %\/%{ 111 (uds — uds — sud + sud + sdu — sdu)
+ 111 (—dus + dus + dsu — dsu — usd + usd) }

=0

und I;:



1
V12
(=100 (s + By + Iy ) dsu— (Duy + Doy + Iy ) usd)

~
ull

=
<}

N

N | =
~
Il

Lt =10 (s + s+ Jss ) uds — (g + oy + Joy. ) dus)

+ (=110 (B + s + Iy ) sdu— (B + By + Iy ) sud) |
= fﬁ{qu—lﬁxmm+o+0—m+mm+m)

+ (1T =11D((0+0+dsd) — (dsd + 0+ 0))
+ (11T = 110 (0 + 0 + sdd) — (0 + sdd + 0))}
= 0

Somit sind also die maximal mdglichen Werte S, = % und I3 = 0, daraus
folgt S = % und I = 0. Es bleibt das magnetische Moment zu bestimmen. Mit
(ET 100)

i = [+ fiz + fi3
fi = %5’1 und |j7;] = &l — ) — SR Fiir die uds Quarks gilt:

i 2m; 2m; "

2 eh 1 eh 1 eh

/Lu:§2mua /Ld:_ggmda /Ls:_§2ms

und

} 2
uB—<EMB%—g<ME:M&AB>

Wir kénnen die Spin-Flavourwellenfunktion von A® im Spin-up Zustand et-
was eleganter aufschreiben:

| IR
uds 1 -1 0
dsu 0 1 -1
sud | —1 0 1
dus | —1 1
usd 0 -1 1
sdu 1 0 -1

Weiterhin wollen wir die Orthogonalitét der Spin-Flavourwellenfunktionen
ausnutzen, d.h. die einzelnen Anteile der Spin-Flavourwellenfunktion liefern nur
mit sich selbst einen von 0 verschiedenen Wert. Betrachten wir beispielhaft den
ersten Term:

12 12 h h h
o5 <U(T)d(l)5(T)| EZ /LiSiz|U(T)d(US(T)> = B (Mug ~ Mgy +Ms§>
1
= E(Mu—#fﬁ—us)



Jetzt konnen wir mit diesem Wissen unsere Tabelle fiillen, indem wir sie
auf die Anwendung dieser Operation umschreiben, wobei wir beachten, dass wir
“sandwichen”, d.h. die negativen Vorzeichen ((—1) - (—1) = 1) verschwinden:

(s, wSal [ 10 ] I71 [ 1]
uds Mo — pd + s | — o + fha + s 0
dsu 0 —fd + Hs + fu | Ha T+ s — P
sud fs — o + [bd 0 s + fy — ld
dus Pd — b+ s | —fd + Hu + s 0
usd 0 — ot s + pd | f T+ s — fld
sdu Ps — Hd + flu 0 Ps + Hd — fu

Um ppo zu erhalten miissen wir nun nur alle Tabellenelemente summieren:

2
_ 0 . Q. 0
Hpo = <A |ﬁ § ,UfzSzz|A >
1 2

1
E(Mu_ﬂd+ﬂs_ﬂu+ﬂd+ﬂs

+ (=1) pa + prs + o+ pd F phs =
+ o ps = pu Tt pd s + pu — fa

+ fd = Pt s = fd T Hu F Bs

+ (=1) pru + ps + pa + po + s — pa
+ us—ud+uu+us+ud—uu)
= (2u)

=

Der Vergleich mit der Literatur (ET 103) bestétigt das Ergebnis.

6.3 (Positronium)

Wir betrachten Positronium

+

e'e —n-y

welches instabil ist und daher in eine fest Anzahl von Gammaquanten zer-
fallt. Die Anzahl wird iiber den Zustand bestimmt, n = 2 fiir 1.So-Parapositronum
und n = 3 fiir 35;-Orthopositronium. In n = 1 kann es auf Grund der Impulser-
haltung nicht zerfallen. Es ist fiir ein Elektron-Positronsystem mit definiertem
Bahn- und Drehimpuls zu zeigen:

C = (_1)l+s

hierzu tiberlegen wir uns, dass Fermion-Antifermionzustinde Eigenzustinde
von C' bilden kénnen. Wir betrachten nun den Fall der Paritit, wenn wir uns



ein Positron-Elektronenpaar im Raum vorstellen, dann ist C' dquivalent zu P,
da bei Anwendung von P die Teilchen getauscht werden, wobei Cet = e~ und
umgekehrt gilt. Wir kénnen also schreiben:
Clete™) = Plete™)
mit der Definition der Paritdt fiir Mehrteilchensysteme:

Pe*e* = e*Pe* (_1)l

und da die Parititen von e™ und e~ entgegengesetzt sind:

Pe*e* = (_1)l_1

Betrachten wir nun den Einfluss der Spinfunktion. Fiir den Fall S = 1 sind
die Spins parallel ausgerichtet und es besteht somit kein Einfluss auf die Pari-
tatsoperation (symmetrische Spinfunktion). Fiir den Fall S = 0 jedoch, erhalten
wir verschiedene Spinausrichtungen der Teilchen, somit wird also bei Paritét ei-
ne —1 erzeugt (antisymmetrische Spinfunktion). Filigen wir diese Erkenntnisse
zusammen:

P = (_1)l71 (_1)S+1 — (_1)l+s
Es bleibt zu zeigen, dass P und C kommutieren, d.h. die selben Eigenzu-
stande besitzen. Dies folgt jedoch direkt aus der CP-Invarianz. Daher gilt:
C = (-1

Es ist nun noch zu zeigen, das auf Grund des C-Erhalts in der elektroma-
gnetischen Wechselwirkung Parapositronium in n = 2 und Orthopositronium
in n = 3 ~’s zerfillt. Die Annhihilation erfordert Overlap der Elektron- und
Positron-Wellenfunktionen, d.h. diese findet nur im S-Zustand, d.h. [ = 0 statt.
Weiterhin wissen wir, dass fiir Parapositronium 'Sy, d.h. s = 0 und fiir Orhto-
positronium 3S;, d.h. s = 1 ist. Setzen wir dies ein, erhalten wir:

Cpara = (_1)0 =1

und

Cortho - (_1)1 =-1

Auf Grund des C-Erhalts miissen vor und nach dem Zerfall C gleich sein.
mit Cy = —1 folgt also fiir den Para-Fall n = 2 und fiir den Ortho-Fall n = 3
als kleinst mdglicher und wahrscheinlichster Zerfall.

6.4 (Mesonenmassenformel)
Es ist zu zeigen:

ms

(Mmp —mz) = — (MK — M)

mit m, = mgq = 310 MeV/c? und m, = 483 MeV/c2.
Massenformel fiir Mesonen:



Mgg = Mq + Mg+ Am

Aus der Vorlesung (s. ET 76) kennen wir

mit k = 85 . 1oy, v (0)°.

9c3

Wir betrachten die folgenden Teilchen:

| Teilchen | Quarks | Masse in MeV /c? | JP |

pt ud 776 1~
mt ud 138 0~
KT us 892 1~
K+ us 496 0~

Fiir unsere Teilchen ergeben sich somit die folgenden Formeln, wobei wir &k
fiir diese Félle als identisch annehmen:

2
u

k

My+ = 2mu — 3—2

mu

Mg+x = My + Mg+

My Mg
k
Mg+ = My +ms—3
My Mes

Ziehen wir die zweite von der ersten und die vierte von der dritten Gleichung
ab, so folgt:

k
(mp+ - mﬂ—+) = 4m—%
k
(mg+e —mgt) = 4
My M

Division der ersten durch die zweiten Gleichung liefert:

(mpr —mas) _ my,
(mic+e —mgs) Mg

Daraus folgt

Fiir ms/m,, ergibt sich mit Hilfe der gemessenen Mesonenmassen:

ms _ (mp —mx) _776—138_@N1611
me (M- —mg) 892 —496 396

10



Vergleich mit den “Literaturwerten” fiir die Quarkmassen:

ms

= 1.5581

My, it

Somit stimmen diese mit unter 5% Fehler iberein.
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