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ψtr =

{

a2 − x2, −a ≤ x ≤ a

0, x > a, x < −aFür diese ist ε (a) zu berechnen, das Minimum von ε (a) zu bestimmen und das Ergebnismit E0 = ~ω/2 zu vergleichen. Wir nutzen das Ritzsche Variationsverfahren:
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(1)Die Grenzen transformieren sich, da für x > a, x < −a die Testfunktion 0 wird, von
−∞ zu −a bzw. von ∞ zu a. Für den Hamiltonian gilt:
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mω2x2besitzen, somit können wir in (1) einsetzen:
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2Wir können den numerischen Wert angeben:
ε (a) = 1, 195E0.Damit liegt ε (a) um ca. 20% über E0.6.2 (Operatoren und Kommutatoren)siehe - per Hand -6.3 (Kugel�ächenfunktionen)siehe - per Hand -6.4 (Kugel�ächenfunktionen und Normierungskonstanten)
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6.5 (Wellenfunktionen des Wassersto�atoms)Wir beginnen, indem wir einen geschlossenen Ausdruck für die Integrale von Radialfunk-tionen herleiten, wobei in den Integralen stets ein Integrand der Form rne−αr (n ∈ N, α ∈ R
+)vorkommt. Für folgendes bestimmtes Integral können wir mit Hilfe partieller Integrationdas Ergebnis suchen:
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Das kann man schnell induktiv beweisen. Der Induktionanfang für n = 0 :
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�Wir prüfen jetzt die Orthogonalität des 1s- und 2s−Zustandes:
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1,0 (r)Y ∗

00 (θ, ϕ)R2,0 (r)Y00 (θ, ϕ)Wir setzen explizit ein, wobei wir ausnutzen, dass die Kugel�ächenfunktionen iden-tisch sind und Y0,0 (θ, ϕ)Y ∗

00 (θ, ϕ) nur einen Faktor von 1

4π
liefert. Die Winkelintegra-tionen liefern einen Faktor von 4π, da keine weitere θ und ϕ Abhängigkeiten auftreten,daher erhalten wir also aus allen θ bzw. ϕ-Abhängigkeiten einen Faktor 1. Die Ortho-gonalitätsprüfung kann also auf eine Prüfung der Orthogonalität der Radialfunktionenzurückgeführt werden:

∫
∞

0

dr r2R∗

1,0 (r)R2,0 (r) =

∫
∞

0

dr r2 2

√

1

a3
0

exp

(

−
r

a0

)√

1

2a3
0

(

1 −
r

2a0

)

exp

(

−
r

2a0

)

=

√
2

a3
0

∫
∞

0

dr

(

r2 −
r3

2a0

)

exp

(

−
3

2

r

a0

)Wir können die Integrale berechnen:
∫

∞

0

dr r2 exp

(

−
3

2

r

a0

)

=

(
2

3

)3

2a3
0 =

16

27
a3

04



−
1

2a0

∫
∞

0

dr r3 exp

(

−
3

2

r

a0

)

= −
1

2a0

(
2

3

)4

6a4
0 = −

16

27
a3

0Es folgt also:
∫

∞

0

dr r2R∗

1,0 (r)R2,0 (r) =

√
2

a3
0

[
16

27
a3

0 −
16

27
a3

0

]

= 0,somit sind also die Zustände 1s und 2s orthogonal.
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