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7.1 Elektron im Potentialtopf

Wir betrachten einen unendlich hohen Potentialtopf der Weite 2a, in dem sich ein Elekron
befinde. Zu bestimmen sind die ersten drei Eigenwerte der Energie dieses Elektrons. Die
Konstante a ist gegeben mit a = 1 A.Zudem gilt:

V() = 0 bei—a<z<a
N oo sonst

Wir nutzen den Ansatz, dass ¢ (x) die Losung von
n? d?
~o g ¥ () = Ep(2) (1)

mit den Randbedingungen ¢ (—a) = 0 und ¢ (a) = 0 ist. Wir nutzen eine stehende
Welle fiir ¢ (z) :

¢ (z) = Asin (kz) + B cos (kx) (2)
Fiir k folgt Aufgrund der Randbedingung:
_rn
- 2a
Da fiir dieses, der sin(ka) = sin(—ka) = 0 Term fiir gerade n und der cos (ka) =

cos (—ka) = 0 Term fiir ungerade n erfiillt wird.
Nun nutzen wir (1) und setzen dort (2) ein:

h2 d2

573 (Asin (kz) + Bcos (kz)) = FEo(z)

2

_2h_(—k;2Asin(ka;)—k2Bcos(kx)) = Ep(z)
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Nun folgt, wenn wir unser k von oben einsetzen fiir die Eigenwerte der Energie:

h27r2 n2 h? n?
E = = — —
" 8m a2  32m a?

Nun kénnen wir die ersten drei Eigenwerte n = 1, 2,3 berechnet, es folgt:

E;=151-107"%7=94¢V



Ey=4-E,=6.02-107%J=376¢V

E;3=9-F;,=136-10"J =84.6eV

7.2 Frank-Hertz-Versuch am H-Atom

Beim Frank-Hertz-Versuch treten bei den Beschleunigungsspannungen von 10.21 V' und
12.10 V. Abnahmen des Anodenstroms auf. Es sind die Energien und Wellenldingen aller
als Folge der Anregung von den Wasserstoffatomen (Z = 1) ausgestrahlten Fluoreszenz-
linien anzugeben. Fiir die kinetischen Energien der Elektronen folgt mit den Beschleuni-

gungsspannungen:
Ering = 10.21eV = 1.64-10718J
Erino = 12.10eV = 1.94- 10718 J
Ehina—1 = 189eV =3.03-107"J

Es gilt: v = § und E = hv,somit folgt durch einsetzen und umstellen:

Setzen wir nun unsere Energien von oben ein, so folgt fiir die Wellenldngen:

A1 =121.6 nm
Ao = 102.5nm

Ao_1 = 656.5nm

Hierbei sind \; der m = 2 Ubergang der Lyman-Serie (ultraviolett), Ao der m = 3
Ubergang der Lyman-Serie (ultraviolett) und Ag_1 der m = 3 Ubergang der Balmerserie
(rot).

7.3 Tunneleffekt - Herleitung

Wir betrachten das Verhalten eines Teilchens mit 0 < E < V} bei Konfrontation mit einer
endlich hohen und breiten Potentialbarriere. Das Gebiet der Potentialbarriere besitze die
Breite a.



(a)
Wir betrachten die zeitunabhéngige Wellenfunktion ¢ (z) fiir diese gilt:
He (z) = B (z)
mit dem Hamilton-Operator fiir die z — Koordinate:

n? d?
=———-—+W
nt Smdi? T
Wir betrachten die Gebiete aukerhalb vor (Gebiet I), innerhalb (Gebiet IT) und au-
ferhalb hinter (Gebiet I1I) der Potentialbarriere, wobei wir die Ansétze:

or () = Aett* 4 Be~ike
or1 (z) = Ce k@ 4 Dek®
o117 (r) = Ee'*®
fiir die Wellenfunktion machen. Betrachten wir nun die Gebiete:

LI : Herrron (v) = Eeririnn (x)
Einsetzen des Operators, wobei in Gebiet I; 111 Vo = 0 und im Gebiet I1 Vi = Vj gilt

und umformen liefert:

h? 2mE
%kf%:Eik:kf[J[[: ?
2m (Vo — F

(b)
Nun miissen auf Grund der Stetigkeit der Wellenfunktion ¢ (z) und deren Ableitung Zl—i
folgende Beziehungen, wobei D = 0 gilt, da wir Reflexion innerhalb der Potentialbarriere

durch Hinweis in der Vorlesung vernachléssigen sollen, gelten:

¢1(0) = 11 (0)

or1 (a) = o111 (a)

Dies fiihrt auf:

A+B=C (3)



1kA —ikB = —aC
Ce 0 — Eeika

—aCe™ % = jkEetka

Nun kénnen wir das Gleichungssystem aus (3),(4), (5) und (6) lésen:

A:%(Hz’%)c

n=3(-)e

E = Ce—aa(l—l—ig)

(c)

Fiir den Transmissionskoeffizienten folgt somit:

<e_aa(1+i5))2

B _ L
L _
AP )’ (1= )+ (33) -sink? (aa)

wobel a =

V2m(Vo—E)
h

Leider ist die Aufgabe auf Grund des Hinweises in der Vorlesung meiner Meinung nach
nicht I6sbar ! Der zweite Term innerhalb der Barriere muss beachtet werden, da wir sonst
einen Widerspruch durch unser Gleichungssystem erhalten, da durch die Abwesenheit von
dem D — Term die Relation ik = —« entsteht. Dies ist aber offensichtlich falsch !

Daraus folgt das folgendes Gleichungssystem Giiltigkeit besitzen muss:

A+B=C+D
tkA —ikB = —aC + oD
Cle @ + De®t — Eeika

—aCe™ % + qDe™ = jkEetke

(10)

Hierbei findet man durch Annahme der Normierung des einfallenden Flufies von A =1 :

1+B=C+D



ik (1—B) = —aC + aD
Somit ergibt sich:

B 2aD—q—zk:@D:a+zk‘+(oz—zk‘)B
(a —ik) 20
fiir C folgt:
2aC — a + ik a—ik+ (a+ik) B
=— & (C=
(o +ik) 20

Nun betrachten wir F :

E = ﬂea(a—ik) e D= (Oé + Zk) Ee—a(a—ik)
(a +ik) 20
bzw.

g 200 _sarit) o o K= E qasin)

(ik — @) 2
Der Vergleich zwischen C' und D liefert:
o D(oz—i—z'k?—Qik oD C(a—ik‘?—i—%k
(o —ik) (o +ik)

Nun kénnen wir C' mit D in die Gleichung fiir C' mit E einsetzen und erhalten:

_ 2k (k=)
- (a+ik)  2a(a+ik)

Nun konnen wir diese D mit dem anderen Term fiir D in Abhéngigkeit von E von
oben gleichsetzen:

(a + Zk) Ee—a(a—ik) _ 2ik o (Zk - ()4)2 Eea(a—i-ik)
2 - (a+ik)  2a(a+ik)
Wir stellen nach £ um und erhalten:
E ik 2 —a(a—ik) ik — 2 a(atik)) _ "
((a +ik)"e + (ik —a)’e > "

also folgt fiir F :

ik 1
T« (o + z'k‘)2 e—ala—ik) 4 (jf — oz)2 eala+ik)
Nun haben wir durch A = 1 fiir den Transmissionskoeffizienten leichtes Spiel:

_ ’E‘2_| |2

T — —
A7



Also miissen wir nur das Betragsquadrat von F berechnen:

5 | —k? 1 2
= ’E‘ - 2 < N2 _ala—ik . 2 ik )
o (o + ik)* e=le=ik) 4 (ik — o)* ealatik)
- —k? 1
a2 (Oé + Zk‘)4 e—2a(a—ik) + (Oé + zk:)2 (Zk‘ _ Oé)2 e—ala—ik) ga(a-tik) + (Zk‘ _ Oé)4 e2a(a+ik)

—k? 1
o (a+ik)t e2a(a=ik) 4 (a2 4 k2)% e2ika 4 (jk — o)* e2alo+ik)

Fiir die (o + ik)* folgt mit Pascalschem Dreieck: (o + ik)* = o* + 3aik — 602k? —
3ik® + k*, wobei wir die Eigenschaft i? = —1 ausgenutzt haben. Fiir (a — ik)* folgt:
(o —ik) = a* — dika® — 6k202 + 4ik3a + k*, somit also insgesamt:

—k?
T = v
o2

1
(0 4303ik—602k2 —3aik3+k4)e—2a(a—ik) 4 (a2 4 k2)?e2ikat (o —dikad —6k2a2+4ik3 otk )e2a(a+ik) ‘

Da ich keine Zeit habe diesen Term zu berechnen, aber der Weg ja zu erkennen ist,
man kann nun indem man den Betrag berechnet, d.h. Real- und Imaginérteil quadrieren
und wurzelziehen, das Ergebnis fiir T" erhalten, fiir T folgt somit:

(d)

Wir betrachten die Formel fiir die Tunnel- bzw. Transmissionswahrscheinlichkeit:

T= e
(1 - %) + (X%) sinh? (aa)

Fiir eine sehr hohe und weite Potentialbarrieren gilt Vy > E, d.h. Vﬁo — 0 und a — oc.

Somit folgt also fiir den Ansatz fiir die gendherte Formel der Transmissionswahrschein-
lichkeit T :

T = L

2
V aa_p—oa
L+ (1) - (=)
wobel wir hier % — 0 benutzt haben und nun auch noch nutzen kénnen, dass e~
mit a — oo gegen 0 geht und somit vernachléssigt werden kann, es folgt also, zusétzlich

mltl———(VO— )Vo'




(Vo — B) 3

ALIA
L+ XT% ’ 624
nun liefert umstellen:
T. — 16E(‘/0_E) —2aa
~ T Vo (BE 1 )
0 e2aa 0
lassen wir nun den Term 16E - e72%% wegen a — oo gegen 0 gehen, so folgt das
gewiinschte gendherte Ergebnis:
16F
T = 6_2 (Vo — E) - e(—2aa)
Vo

7.4 Tunneleffekt - Anwendung

Wir betrachten Protonen 1H und Deuteronen ?H (wobei wir die Deuteronen als Dop-
pelprotonen annehmen, wobei dies jedoch realistisch gesehen nicht mdglich ist, da sich
die positiven Ladungen abstofen wiirden und das Teilchen %H somit instabil wire), die
auf eine rechteckige Potentialbarriere der Hohe Vj = 10 MeV treffen. Diese besitzt eine
Breite von a = 10~ m. Wihrend die Energie der Teilchen E = 3 MeV betrage.

(a)

Wir betrachten die gendherte Formel, durch die e — Funktion e(=299) " da diese negativ
ist und die Masse in o vorkommt (d.h. ist 2aa grofer, so wir die e — Funktion kleiner),
tritt ein Verlust der Transmissionswahrscheinlichkeit ein.
Betrachten wir die exakte Formel, so sieht man, da wir nur ein o im Nenner besitzen,
dass im Falle der Erh6hung des Terms durch ein groferes m die Wahrscheinlichkeit sinken
Vo

muss. Daher miissen wir den (E) -sinh? (aa) Term betrachten. Fiir diesen folgt, dass

bei héherem m der Term an sich grofer wird. Dies kann man gut erkennen, wenn man

et _p—aa

2
die umgeschriebene Variante in e-Funktionen betrachtet (f) , da dann der eine

e-Funktionen Term etwas kleiner (e~*%), der andere (e®®) jedoch grofer wird und die
Vergroferung den Effekt der Energie {iberwiegt, womit wir insgesamt eine Senkung der
Tunnelwahrscheinlichkeit auch fiir die exakte Definition erhalten.

Alternativ (bitte nicht bewerten, aber wenn Zeit und Lust korrigieren):

| Die Wahrscheinlichkeit fiir das Proton die Barriere zu iiberwinden ist hoher. Es
besitzt eine geringere Masse und Ausdehnung. Die Geschwindigkeit des Teilchens ist
hoher als die des Deuteron und der Impuls des Deuteron ist hoher, dies wiirde auf Grund
der Heisenbergschen Unschérferelation fiir eine hohere Wahrscheinlichkeit des Deuterons
sprechen, da die Ortsunschérfe auf Grund des hoheren Impulses des Deuterons fiir diese

grofer ist. Bevor wir unsere Annahme begriinden betrachten wir die Kinetischen Energie,

wobei E = Ey;, = %va gilt, fiir das Proton folgt jedoch g@_Ep = vp,wihrend fiir das



Deuteron ,/m% = vq folgt. Somit ist die Geschwindigkeit des Protons um den Faktor

V2 grofer (vp = ﬁvd). Fiir die Impulse folgen p, = m,v, und pg = 2myvg = \/gmpvp.
Nach der Heisenbergschen Unschirferelation ist somit die Ortsunschérfe des Deuterons
grofker als die des Protons, wie bereits oben erwéhnt. Jedoch miissen wir nun noch die
Wellenldngen der Teilchen betrachten, hierbei ist die Wellenldnge des Deuterons jedoch
durch den groferen Impuls kleiner als die des Protons. Somit also die Wahrscheinlichkeit,
dass das Proton durch die Barriere durch”ragt” hoher, als die des Deuterons. Nun muss
man die Effekte abwégen, wobei wir uns dafiir entscheiden den Effekt der Wellenldnge
als den Effekt mit dem groferen Einfluss zu sehen. |

(b)

Zur quantitativen Bestimmung nutzen wir die Formeln aus Aufgabe 3:

1-& 2m (Vo — E
T = - VVO ,mitoz:—m(ho )
(1 - Vo) + (4%) - sinh (ca)
bzw. die Naherungsformel:
16F
Th =—5 (V0—E)- o(—2aa)
Vo

Fiir das Proton folgt:

Ty = 3.02966 - 1075

Tip~ = 3.02969 - 107°

hierbei sieht man, dass die Nadherung sehr gut in diesem Fall {ibereinstimmt, also
durchaus benutzt werden darf.
Fiir das Deuteron folgt:

Toy = 2.46442 - 1077

Tep~ = 2.46443 - 1077

Die Niherung passt auch hier sehr gut.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass die Transmissionswahrscheinlichkeit fiir das
Proton um ca. 2 Gréfenordnungen hoher liegt. Das die Wahrscheinlichkeit héher liegt
entspricht den Erwartungen, wobei 2 Grofenordnungen doch etwas iiberraschen, wenn
man bedenkt, dass das Teilchen nur die doppelte Masse besitzt und wir dies als einziges
Unterscheidungsmerkmal genutzt haben, da die Energien ja gleich grof waren.



