86 Harmonischer Oszillator

Bei den bis jetzt betrachteten Spinsystemen ist der Zusammenhang zwischen den Informations-
begriff und der thermodynamischen Entropie ziemlich einfach zu iibersehen, denn Spin ”"nach oben”
und Spin "nach unten” ist wie die ”Null” und die ”Eins” einer Bindrzahl. Hat man also N Spins, so
kann man einen thermodynamischen Zustand durch eine Zahl der Lange N-bit dargestellt denken.
Computercode und Entropie hdngen also eng mit einander zusammen . . .

Die Entropie klassischer Systeme mit der Formel S/k = In N zu berechnen erscheint auf den ersten
Blick dubios, denn wie soll man die Zusténde zédhlen? An Hand des harmonischen Oszillators soll hier
gezeigt werden, dal man die Zustédnde sehr wohl abzéhlen kann, wenn man die Quantenmechanik
zu Hilfe nimmt. Mit anderen Worten, daf3 Abzahlproblem gibt es nicht, wenn man die klassische
Mechanik als Grenzfall der Quantenmechanik auffafit. Wir folgen also Pranck, der durch die Analyse
der Thermodynamik der Hohlraumstrahlung die Quantenmechanik des Oszillators gefunden hat. Der
n—te Energiewerte F,, eines Ostzillators der Kreisfrequenz w sind ” gequantelt”

E,=hw(n+1/2) ,
so daf die Zustandssumme Z mit z = hw/kgT
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als geometrische Reihe aufsummiert werden kann. Die freie Energie F' = —kpT In Z ist damit
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Fiir T — 0ist F' — fiw/2 wie man es nach den Postulaten des dritten Hauptsatzes der Thermodynamik
erwarten wiirde, denn fiw/2 ist die Grundzustandsenergie des harmonischen Oszillators. Fiir den

Grenzfall hoher Temperaturen 7" — oo geniigt es sinh z &~ x zu approximieren:
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Bei diesem Grenzfall mufl man iiber viele Energiewerte summieren, so daf} es natiirlich erscheint,
wenn man von der Summe zum Integral iibergehen kann. Definieren wir naiv die Zustandssumme als

Integral iiber alle Zusténde eines klassischen harmonischen Oszillator mit der Energie

H(p, q) = % +w2m§
dann ist
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wobei [ exp(—z?/a) dz = \/aw benutzt wurde. Die klassische freie Energie wire damit
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Diese letzte Formel hat den Defekt, dafl das Argument des Logarithmus dimensionsbehaftet ist. Be-
nutzt man fiir die Berechnung der Zustandssumme [[ dpdg/h, dh. dividiert man Zyqss durch die
Plancksche konstante h, dann erhilt man ein Ergebnis, das mit der Hochtemperaturentwicklung der

quantenmechenanisch berechneten freien Energie iibereinstimmt.
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§7 Mazwellverteilung und ideales Gas

Man kann nun die eben erprobte Rezeptur, die Zustandssumme zu berechnen, fiir das ideale Gas
verwenden. Fiir ein Gas sollte die Energie Summe der kinetische Energie (ausgedriickt durch die
Summe der Impulsquadrat der N Partikel) und der potentiellen Energie (bei der sich die Summe tiber
alle Paare erstreckt) sein:
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Bei einem idealen Gas la3t man die potentielle Energie weg. Was bei dem obigen Modell fehlt, sind die
”inneren” Freiheitsgrade wie die Rotationen und Schwingungen. Fiir Molekiile miissen sie unbedingt
noch bertiicksichtigt werden, mit dieser Betrachtung sind wir also auf Neon, Argon eingeschrénkt.

Die Hamiltonschen Formulierung dieses Modells eines Gases ist notwendig wegen des LIOUVILLE-
Theorems, dal besagt, das die Dichte der Phasenraumpunkte, die hier einen thermodynamischen
Zustand beschreiben, sich zeitlich nicht dndern kann, wie kompliziert die Dynamik auch im einzelnen
ist. Der Phasenraum ist durch die kanonischen Variablen Ort g; und Impuls p; definiert. Nimmt man
also alle Punkte im Phasenraum zur einer konstanten Energie ', dann bleibt dieser Teil des Phasen-
raum ungeandert, so dafl man dartiber mitteln kann, ohne die Zeitabhangigkeiten zu betrachten.

Die Zustandsumme ist also durch
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gegeben. Der Ausdruck ist folgendermafien zu verstehen:

(a) Das Integral iiber die drei Ortskoordinaten eines jeden Teilchen ergibt das Volumen V. Durch
h? mufl man wegen der sechs Integrationen pro Teilchen iiber den Ort ¢ und den Impuls 7;
dividieren. Man kann sich dabei vorstellen, dafl der Phasenraum in Zellen der Gréfie b3 eingeteilt
ist.

(b) Weil die Teilchen als identisch angesehen werden, sind die klassisch verschiedenen Konfiguratio-
nen, die durch Permutation ineienander iiberfithrt werden kénnen, quantenmechanisch gleich. Die
Anzahl der Permutationen der N Teilchen ist N!, also mufl Z durch diese Zahl dividiert werden.

Benutzt man [ exp(—2?/a)dx = \/ar dann ist die Zustandssumme
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wobei Z am einpriagsamsten mit Hilfe der thermischen Wellenldnge A\r = h/pr = h/\2nmkpT

notiert werden kann.
Die freie Energie ist mit F' = kgT In Z, so dafl man die Entropie S = —9F/d0T

5/2
S = kpNIn <V€ >

N—)\?’T statt S =kgN (111% + g In T) + const

ohne offene Konstante wirklich angeben kann. Man sieht, dafl die Entropie der Logarithmus des von
dem Teilchen eingenommenen Volumens ist, und zwar in Einheiten von A3. Das Volumenverhiltnis
V/NA2 muf} grof} sein, damit die Quanteneffekte keine Rolle spielen, wie wir spéter sehen werden. Die
letzte Formel ist von Sackur und von Tetrode im Jahre 1911 und 1912 gefunden worden und konnte
experimentell nachgepriift werden, indem man kalorische Messungen verwendete, um die Entropie mit
Hilfe von S = fOT CdT/T zu bestimmen.



Unabhéangig davon, ob man die Zustandssumme wirklich berechenen kann, gilt fiir alle Gase,
nicht nur fiir die idealen Gase, dafl die Wahrscheinlichkeitsverteilung p fiir die Geschwindigkeit eines
Partikels eine Gauflverteilung ist
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Diese wurde zuerst von Maxwell festgestellt. Die SchluBweise ist (fiir mehr Details sieche A. Som-
merfeld §23 Thermodynamik und Statistik, Bd. V der Vorl. iiber Theoret. Physik), dafl die
Geschwindigkeitsverteilung isotrop sein muf, dh. nur von ¥ abhingen kann. AuBerdem sollte die
Geschwindigkeitsverteilung in z-Richtung p(v,) unabhéingig von der in y- und z-Richtung sein, so
daB p(ve)p(vy)p(vs) = p(¥) gelten miifite. Diese Forderungen schrénken die Wahl auf die obige Form
ein. Den Faktor m/(2kpT), kann man dann unabhéngig von den vorherigen Uberlegungen durch die
Berechnung des Mittelwertes der kinetischen Energie bestimmen
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Dabei wurde die Formel [ z? exp(—z?/a)dx = ay/aw/2 benutzt.

Man wird an dieser Stelle vermuten, dafl die Aussage, dal man pro Freiheitsgrad die Energie
kpT/2 hat, an eine quadratische Form des Energieausdruckes gekniipft ist. Die Energie der Rotation,
wobei w; die Rotation um die Achse in der i-Richtung bedeutet ist
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wobei die ©; Tragheitsmomente sind. Man erhilt also fiir ein dreiachsiges Molekiil zusétzliche 3k T /2
zur inneren Energie. Analoge Aussagen kann man fiir die Schwingungen der Molekiile machen . ..
Die Eingangs benutzte Integrationsvorschrift fiir das Berechnen der Zustandssumme [ dgdp/h
kann man auch folgendermaflen verstehen. Eigentlich mufl man statt der Integrale Summen berech-
nen, und zwar iiber die quantisierten Energien: E, = p2/(2m), wobei die Impulse p, durch die
deBroglie-Beziehung mit p,, = hn/L zusammenhéingt. Die Wellenzahl pro Lingeneinheit ist n/L,
wobei die Teilchen mit Masse m im Intervall der Lange L eingesperrt sein sollen. Der Einfachheit
wegen beschrinken wir uns auf eine Raumdimension. Die Zustandsumme Z; fiir ein Teilchen ist dann
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Die Approximation, die zur ”klassischen” Zustandssumme fiihrt, ist der Ubergang von der Summe
zum Integral. Mit der Variablensubstitution n = Lp/h und dn = dp L/h erhdhlt man dann das
gewiinschte Resultat. Quantenmechanisch mufl man eigentlich tiber die Vielteilchenzustdnde sum-
mieren. Zwar ist die Energie von vielen Teilchen die Summe der Energien der einzelnen Teilchen,
aber es gibt keinen neuen Zustand, wenn man die Energien oder genauer die Impulse p permutiert.
Sind alle verschieden, dann hat man N! solcher Permutationen, sind einige Impulse gleich, dann hat
man weniger Permutationen. Bei geringer Dichte des Gases kann man diese Komplikationen mit der
”Entartung” (gleiche Energiewerte) ignorieren.



87 Chemisches Potential und ideales Gas

Die Entropie S ist als Funktion der Wahrscheinlichkeiten pj durch

S/kp = — Zpk: In py,
%

gegeben. Man bestimmt die pi so, dafl die Entropie ein Maximum ist. Im Abschnitt §4 war neben

Zpkil , ZEkpk:E
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die Bedingung, dafl die Energie einen bestimmten Wert annehmen soll, den Wahrscheinlichkeiten p,,

der Normierungsbedingung

auferlegt worden. Dieses Verfahren kann man auf die Teilchenzahl N erweitern. Die Wahrschein-
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nur im Mittel die Teilchenzahl N. Nach der Methode von Lagrange bildet man Sy g, so da die
Differentiation nach A, nach # und nach p die Nebenbedingungen ergeben wiirden,

Snpulkn ==Y prlnpy+A <Zpk - 1) + 6 <E_2Ekpk> — B (ZNH% —]\7>
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und differenziert nach py dann ist

lichkeiten bestimmen dann mit
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Der Wert der Entropie selbst ist, wobei nun Inp, = —(FE,, + fulNy —In Z gilt,
_ _ 1 _ _
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und 8 = 1/kpT gesetzt wurde. Benutzt man nun die Beziehung uN = G, wobei G das Gibbssche
Potential ist, dann sieht man, da U —T'S = F, dal —kpTInZ = F — G = —pV ist. Man hat also

Q=-—pV=—-kgTlhZz mit Z:Zke_ﬁ(Ek_“Nk) und o/ou =N

Die letzte Beziehung beweist man direkt. Differenziert man das Potential 2 nach dem chemischen
Potential p, dann erhélt man den Mittelwert fiir die Teilchenzahl
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von jetzt an einfach mit NV bezeichnet.
Fiir das ideale Gas findet man mit Ergebnissen des vorherigen Abschnittes

§ _ <] . - _ Bp — _
zdeal )\T N' = exp (}\T M) d deeal = ]CBT )\% et = pv

Eliminiert man g mit Hilfe von 0Q;4eq1/0pn = —p V/kT = — N, so erhilt man die ideale Gasgleichung.
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