83 Quantisierung des starren Korpers
Nocheinmal starrer Rotator
Ein starrer Korper oder ein starres zweiatomiges Molekiil ist ein Idealisierung. Sind die Krafte stark,
die das Molekiil zusammenhalten, oder was fiir eine Beschreibung mit der SCHRODINGERgleichung
eine bessere Annahme ist, in einem tiefen Potential verankert, dann bleiben die Anderungen durch
Rotationen klein. Bei einem zweiatomigen Molekiil sei eine Wellenfunktion von geringer raumlicher
Ausdehnung in einem Potential Vz, bei Ry eingesperrt. Schreibt man den LAPLACEoperators auf
Kugelkoordinaten um und “separiert” W(r, 8, ¢) = ®(r) ¥(6, ¢) dann gilt fiir die nur vom Radius
R abhéangige Differentialgleichung
2 2 72

(0, ) [—% = %R 4 Vi, — Eo] 8(r) = o(r) [—% =
wobei die Energie Ey der Eigenwert fiir [ = 0 ist und AE; der Zuwachs fiir [ > 0. In dem Bereich
um Ry, in dem die Wellenfunktion ® # 0 ist, erreicht man mit der Wahl

AB - B2 +1) ,
2u  R?

dafl die rechte Seite der Gleichung klein bleibt oder idealisiert Null ist, wenn die Wellenfunktion
®(r) schrumpft, so daf sie zu d(r — Rp) wird. Diese Argumentation ist aber nicht verniinftig.

+ AE ] T(0, ¢) (§1.6")

(81.7)

Ein “schwingender” Rotor mit verénderlichen Abstand der beiden Atome R(t)

Es ist physikalischer als Ausgangspunkte wie in der Skizze einen schwingungsfahiges Molekiil zu
nehmen. Da die Schwingungen sehr viel schneller sind als die Rotationen entkoppeln Schwingungen
und Rotationen nach dem adiabatischen Prinzip. Man kann wie bei der BORN—~OPPENHEIMER
Naherung argumentieren. Hier ist der Mittelwert der Distanz der beiden Atome der in die langsame

Rotatorgleichung
1 L2 - 1 1
— — = AE |V i — ) = = 1

eingeht oder priiziser der Mittelwert von 1/R?. Dies hat zur Konsequenz, dafl dieser Mittelwert
mit Wellenfunktionen eines anharmonischen Oszillators berechnet, seinen Wert dndern wird. Mit
hoheren Schwingungsanregungen wird Ry zunehmen, wie aus dem Potentialverlauf vom MoORSEtyp

2
VMorse = Ee (1 - e—a(R—Re))

auch leicht nachrechenbar ist. Die Parameter E. gibt die Tiefe des Potentials V(oc0) — V (R, ) beim
Gleichgewichtszustand R, ohne Schwinungen und Rotationen und a die Steilheit des Potentials.
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Starrer Kérper € Kreisel

In der klassischen Mechanik ist die Analyse Kreiselbewegung am einfachsten, ausgehend von der
LacrancEfunktion

Trot = %ZZQIC O mit O = Zmi{F(iP(gkz — I} (2)
ko1 i

Sie ist nur die kinetische Energie, die Kréafte, die die als starr angenommene Struktur zusammen-
halten, treten nicht in auf. Sie sind in der Zwangsbedingung versteckt, daf sich die Geometrie bei
der Rotation nicht &ndert. Zu den Tragheitsmomente © tragen alle Atome i mit ihren Massen m;
bei. Die Abstinde (¥ sind vom Schwerpunkt des Molekiils aus zu zdhlen. Der Drehimpuls L ist
formell als

azq’m)t
Ly, = o0, Zl:elel (3)

definiert. Dies entspricht der Definition I = 3, m; [ x @] mit 7@ = [Q x r(®)] und damit der
Definition der Trégheitsmomente Oy; in Gl.(2). Solange es keine Krdfte oder deren Drehmomente
gibt, die von auflen auf den Kreisel wirken, ist das Drehimpuls L des Kreisel eine erhaltene Grofe,
also zeitunabhéngig. Die Rotationsachse, gegeben durch Q, héngt jedoch von der Zeit ab. Eliminiert
man (3 mit Hilfe von (3), dann ist die Rotationsenergie (1) gleich

Trot = %ZZLIC @l:ll Ll (2,)
k l

Zweckmaéafigerweise wahlt man das Koordinatensystem so, dafl die nichtdiagonalen Kompo-
nenten des Tensors Oy verschwinden. Allerdings braucht man dann zwei Koordinaten Systeme.
Eines mit dem als starr idealisierter Molekiilgeriist verbundenes (&, 7, (), dessen Achsen die Haupt-
tragheitsrichtungen sind, und eine zweites raumfestes System (z, y, z). Die Rotationsenergie (2')
vereinfacht sich zu 2 12 12
-3leta tal @

n ¢

wobei ©¢ das Tragheitsmoment langs der {-Achse ist und L¢ die Projektion des Drehmoments
auf diese Achse und entsprechend fiir ©,, ©¢ und L,, L¢. Die Idee ist nun, diesen klassischen
Energieausdruck fir einen Kreisel als HAMiLTONoperator H zu nehmen. Das bedeutet zunéchst
nur, dafl man statt der klassischen Drehimpulse L quantenmechanische Drehimpulsoperatoren mit
ihren bekannten Kommutationsregeln einsetzt, so dafl sich fiir den Kugel-Kreisel, bei dem alle
Tragheitsmomente gleich sind, und fiir den symmetrischen Kreisel mit ©; = ©,, # O, die Eigen-
werte der Energie sofort notieren lassen

RA(I+1)  hk? 0
= 1——= .
k=0 T 30, ( 95> )

Dabei benutzt man nur, daf3 die Operatoren L2 und L, die Eigenwerte {(I + 1) und -1 < k <]
mit ganzzahligen [ und k£ haben. Zwar stimmt dieses geratenen Resultat, aber die zugehorigen
Wellenfunktion und die Entartung der Eigenfunktionen sind so nicht zu bekommen. Auflerdem
bezieht sich der Ausdruck (4) auf ein rotierendes Koordinatensystem und es nicht geklart, wie die

Quantenmechanik in einem rotierenden Koordinatensystem funktioniert.
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Starrer Kérper € Eulerschen Winkel

Die kinetische Energie (2) 148t sich auch in diagonaler Form einfacher notieren
2T, 0t = O w? + @nw% + O¢ wg (2")

und die Rotationsgeschwindigkeiten (w¢, wy, w¢) um die lokalen Achsen des Kreisels &, , ¢ durch
die Anderung der EuLERschen Winkel in der folgender Weise ausdriicken. Zuerst dreht sich das

>

~o

>

y Krotenlinie

Die Winkel «, 3, verbinden das festen System x,y, z mit dem beweglichen Kreiselsystem &, 7, ¢ .

Koordinatensystem um die z—Achse um den Winkel «;, so dafl die y—Achse zur kiinftigen Knotenlinie
gelangt. Dann folgt eine Drehung um den Winkel 8 um die y—Achse und danach eine Drehung um
~ um die gekippte (—Achse, so daf3

we = Bsiny — é sin 8 cosy
wy = B cosy + d sin B siny (6)
we = dcosfB + 75

z.B. die letzte Gleichung fiir die Rotation w, einfach die Summe von % und ¢& verkleinert um cos (3
wegen der Neigung der (—Achse gegeniiber der z—Achse ist. Entsprechend kann man die beiden
ersten Gleichung von (6) mit Hilfe der Zeichnung tiberpriifen.

Die zu den EuLERschen Winkeln gehérigen Drehimpuls p, = 97'/0d usw. sind mit (2)’ und (6)

Pa = —Ogwe sinfB cosy + O, wy, sinf siny + O¢ we cos

pg = Ofwe siny + O, w, cosy (7)
Dy = Ocwe .

Stellt man die Gleichungen um, so erhélt man fiir die Drehimpulse, die sich auf die Hauptachsen

des starren Korpers beziehen,

coS 7y ) cosy cos 3
Le=Ocwe = |~ LI | 8
¢ £ We S 3 Do + sinypg + Sin 3 y (8a)
sin 7y sin~y cos 3
Ln:®nwn:[ mpa+0057pﬁ_w 7} (80)
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wobei die letzte Drehimpulskomponente Lo = O,w: = p, schon in (7) notiert worden ist. Der
Ubergang zur Quantenmechanik geschieht nun mit der Ersetzung p, = —ih 0/0a, pg = —ih0/0p
und p, = —ihd/0v in den Gleichungen fiir L¢, L, und L¢. Damit hétte man eine explizite Form
fiir die Operatoren Lg¢, L, und L¢, die man fiir den Hamiltonoperator (4) benétigte.

Die Frage ist nun, ob dieses Operatoren auch wirklich Drehimpulsoperatoren sind. Mit der
Ersetzungen L¢ = p, = —ih0/0~ und (8a) ist

0 .
%LE: Ly = [L¢ Lel=—ih Ly,
0 .
gy Ln="Le = [Ly L]=—ihLe
bleibt noch zu zeigen, daf [ L¢, Ly, ] = —ih L¢, was nur nach einer Zwischenrechnung zu sehen ist,

die hier ausgelassen werden soll. Die gefundenen Vertauschungsrelationen entsprechen nur bis auf
ein Vorzeichen den Kommutatoren der Drehimpule, denn eigentlich ist [L,, L,] = +ih L, . Dies
ist vielleicht zu erwarten, denn im bewegten Bezugssystem &, n, ( des Kreisel dreht sich das festen
System z, y, z in umgekehrter Richtung.

Eine gedndertes Vorzeichen fiir die Drehimpulskommutatoren hat keine Einflufl auf die Eigen-
werte (5), denn mit L — —E, was einer Umkehr der Zeitrichtung entsprache, dndern sich die
Eigenwerte vom HamiLToNoperator (4) nicht.

Eigenfunktionen des quantenmechanischen Kreisels

Es bleibt die Frage nach den Eigenfunktionen und damit zusammenhangend nach dem Grad der
Entartung der Eigenwerte zu beantworten. Im Prinzip miissen die Eigenfunktionen die Orientierung
des Dretbeins &, n, ¢ angeben, das mit dem Kreisel verbunden ist. Natiirlich bekommt man nur die
Wahrscheinlichkeiten fiir dessen Orientierung durch das Quadrat der Wellenfunktion, die von den
drei EULERwinkeln o, 3, v abhiingen wird. Genauer ist es |$|?, da, wie die Eigenfunktionen der
Drehimpulskomponente L., diese Funktionen ¢(c, 3, v) komplex sein werden.

Der Abbildung entsprechend ist formelméfig die Drehung D vom raumfesten (x, y, z)-System
zum korperfesten (€, n, ¢)-System durch

D@, B, 7) = 7P o1 b gie L 9)

gegeben. Diese Drehung tiberfithrt die Koordinaten eines Punktes vom einen System in das andere.
Wie bereits erlautert, dreht sich die z—Achse um den Winkel «, dann wird die z—Achse durch eine
Drehung der Achse durch die Knotenlinie, die mit der dort hinbewegten y—Achse libereinstimmt,
um den Winkel 3 gekippt, zum Abschlufl kommt noch eine Drehung um -~ mit der z—Achse hinzu,
die schon gleich der (—Achse ist.

Ein quantenmechanisches Problem wird daraus, indem Matrixelemente D) des Drehimpuls
mit Gesamtdrehimpuls [ und magnetischer Quantenzahlen & und m gebildet werden

DY (o, B,7) = (I, k| D(a, B,7) |1, m) . (10)

Dies sind die Eigenfunktionen des Kugelkreisel (alle Tragheitsmomente gleich) und des symmetri-
schen Kreisels (O = ©,, # O¢), was im folgenden gezeigt werden soll.
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Alle Drehimpulskomponenten L¢, L,,, L¢ vertauschen mit EQ, so dafl von vornherein feststeht,
daf die Matrixelemente Dk(lgl der Gl.(10) nur zwischen Kugelfunktionen mit gleichen [ aber ver-
schiedenen k und m Werten existieren kénnen. Es ist niitzlich, ausgehend von (8) und L,, = p, das
Quadrat des Drehimpulses in Abhéngigkeit von den EuLERschen Winkeln

sin 3 08 9B  sin® B \ da? 0?2 sin? 3 Oady

L+ Lo+ L7 = 52{—

zu notieren. Es ist nicht schwierig dies nachzupriifen. Die Struktur dieser Formel erinnert an L2
in Kugelkoordinaten ¢ und 6, namlich an die bekannte Formel

1 0 0 1 82} (12)

240242 =2y —— ~sinfl— — —— —
ot hy LG 50000 "%~ snZa 92

Sind die Ableitungen nach v in (11) Null oder was dem entspricht, die Drehimpulskomponente L¢
gleich Null, dann sollten die Eigenfunktionen des Kreisels den gew6hnlichen sphérisch harmonischen
entsprechen

DO (e, B,7) = (1, 0] P L L= 1, m) o Yim(B, a) (13)

also der G1.(12) mit @« = ¢ und § = 6. Dal —i a/aaD(l) (o, B, y) = mDO(QI(a, B, ) wie fiir eine

0Om

Kugelfunktion Y;,, (5, ) ist, kann man sofort sehen.
Komplizierter ist der Nachweis, dafl dies tatsédlich Kugelfunktionen mit Gesamtdrehimpuls
[(I+1) sind. Die Ableitung nach « ist

—i 5/aa730(21(0<7 B,y) =, 0]ePlvetal=p, |1, m) =—sinB-(l, 0] Lye?PLveial=|] m)

wobei benutzt wurde, da8 e?#Lv [ e ALy = cos3-L,—sin3-L, gilt. Da aber das Matrixelement
(1, 0| L,e?PLv e?el= || m) Null ist, bleibt nur das Element mit L, iibrig. Die zweite Ableitung
nach « ist analog

2 !
8 /(9042 D()('r)n(aa Ba ’Y)
= —sin?B- (1, 0| L2e®Plvetol= || m) + sinB cosB- (I, 0| Ly L,e P v etol=|] m)

= —sin®B- (1,0 L2e*PLvet™l= |1 m)—isinBcosB-(I,0]L,e P Lvel™l=|1 m)

Der zweiten Term in der zweiten Zeile 1a8t sich mit [L,, L, ]| =i L, vereinfachen. Der Vergleich
mit den Ableitungen nach [, die in (11) vorkommen, fiihrt auf dhnliche Matrixelemente

(9o + ctgB Yog) Dypu(e. 5. 7)
= —(l, O]LzemLy et L= |1, m) + ictgB- (1, 0] Lye P lvell= | m) |

so daf schliellich die Summe, die L2 sein sollte, auch tatsachlich das gewiinschte Ergebnis
2 2 l i ] tal,
{052 + cteB Yos + (Ysin2p) 9 *fpa2} Dol B, ) = =1, 0] (L2 + L) e' P Fv et ls |1, m)

reproduziert. Im Matrixelement auf der rechten Seite kann L? hinzugefiigt werden, so daf§ dort
wirklich L2 steht, denn (I, 0| L2 e?#Lv ¢?@L=|] m) =0 ist Null.
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Interessanter als der Nachweis, daf DO(m

(a, B, v) gewohnliche Kugelfunktion mit Index [m
sind, ist die physikalische Interpretation als die Wellenfunktionen eines starren Rotators. Er kann
némlich langs der (—Achse, die durch die Kerne des linearen Molekiils geht, nicht rotieren. Deshalb
ist der Index k in der allgemeinen Definition (10) Null, was bedeutet, dafl L Null ist. Der Rotator
rotiert nur L zur (—Achse.

Im raumfesten Koordinatensystem ist jedoch der andere Index m durchaus von Null ver-
schieden. L, besitzt also eine festen Wert, was auch so sein mufl; denn der Drehimpuls ist eine
erhaltene Grofe fiir einen Kreisel und ebenso fiir einen Rotator. Fiir einen symmetrischen Kreisel,
zu dem man nach den vorherigen Uberlegungen auch den Kugelkreisel und den Rotator zihlen
kann, gibt es also zum Gesamtdrehimpuls [ zwei Grofien, die seinen Zustand charakterisieren. Ein-
mal ist die Projektion des Drehimpuls auf die Achse des Kreisels k und zum anderen die Projektion
auf die z—Achse m, wie bei jeden Drehimpulsproblem. Die Entartung der Eigenwerte (5) des
symmetrischen Kreisels & j, ist damit gleich den moglichen m—Werten (21 + 1). Eigentlich ist die
Entartung das doppelte davon, da nach (5) & = & _, ist. Fiir den Kugelkreisel ist die Entartung
(21 + 1)%, weil die k~Abhénigkeit der Eigenwerte wegfillt.

Lz

Bewegung eines symmetrischen Kreisels mit den beiden Quantisierungsrichtungen L. und L,

Mit der formelméaBigen Beschreibung der Transformation vom raumfesten zum korperfesten
Koordinatenystem (9) gilt

L?D(a, B,v) = D(a, B, 7) L?
—i9/9o D(e, B, 7) = D(ev, B, 7) L (14)
—1 8/8’)/D(a7 ﬁa 7) = LZD(a7 ﬁa 7) .

Die Definition (10) der Wellenfunktionen Dk(lgl(oz, B,v) = (I, k| D(ey, B, 7)|l, m) als Matrixele-
mente und alle Abhéngigkeiten von k, m und [, die gerade beschreiben worden sind, folgen daraus.

Das noch iibriggebliebene Problem ist die Berechnung der Funktionen Dk(lgl Es handelt sich mit
(10) um die Darstellung endlicher Drehungen. Dieses Problem ist z.B. dargestellt: — LaNDAU &
LirscHITz, Quantenmechanik, Bd. III, §58 Der Operator fiir endliche Drehungen oder — EDMONDS,
Angular Momentum in Quantum Mechanics, Chapter 4, The Representations of Finite Rotations.
Diesen beiden Biichern sind auch die meisten Ideen und Formel dieses Kreisel-§ entnommen. In
LanpAU & LirscHITZ finden sich auch Hinweise tiber die Behandlung des asymmetrischen Kreisels.
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