Hyperfeinwechselwirkung

Die Spinkopplung erzeugt Anderungen der Spektren, die weil sie klein sind als Feinstruktur bezeich-
net worden sind. Beim Wasserstoff sind es 1074 eV oder etwa 1 c¢m~1. Noch kleinere Anderungen
bringt die Kopplung von Kernspins mit den Elektronenspins oder auch mit ihren orbitalen Mo-
menten mit sich. Die Radioastronomie empféingt Signale vom Wasserstoff bei 1420 MHz, die
beriihmte 21 cm Linie, das ist die Wellenlange, die dieser Frequenz entspricht. Die Strahlung wird
emittiert, wenn der Triplettzustand, bei dem der Spin des Protons und des Elektrons parallel zu
einander sind in den Singulettzustand bei den sie antiparallel sind zerféllt.

Analog zum Term —[L’elﬁ , Wobei [lo; = —upd, ist, der die SCHRODINGERgleichung zur PAuLI-
gleichung macht, fiigt man eine Kopplung zwischen dem Kernspin oder Protonenspin o, und dem
Elektronenspin &, hinzu, wobei beide durch Paurispin—Matrizen beschrieben werden, denn das
Proton ist ebenfalls ein Spinf% Teilchen. Fiir die Kopplung kann man folgenden Ansatz machen

Hpp = Knfde-dp (1)

mit einer Kopplungskonstante Kj¢, deren Berechnung im folgenden erldutert werden soll. Fiir
kompliziertere Atome als das Wasserstoffatom oder fiir Molekiile wird die Genauigkeit solch einer
Rechnung geringer sein.

Vor dieser Rechnung noch die Analyse des Hyperfein-HamiLroNoperator Hj, ¢, d.h. die Berech-
nung der Eigenwerte und Eigenfunktionen! Eine Methode, die sich auf &hnliche Probleme verallge-
meinern 1a83t, besteht in der Addition der beiden Spins des Protons und des Elektrons

§ =5 (3. +7,) (2)

N |

wobei der Faktor % hinzugefiigt worden ist, damit S auch die Kommutationsregeln fiir einen Drehim-
puls hat, z.B. [ S;, Sy] =S, (der Faktor £ ist zur Vereinfachung weggelassen worden). Das Quadrat

des Gesamtspins ist

§% = 1(5§+256-5p+5§) =

; (3 + Ge-Gy) (3)

| =

und man sieht, dafl S2 und Hpy vertauschen, was eigentlich schon beim Ansatz fir Hys als
Skalarprodukt zwischen zwei Spins ersichtlich ist, denn es ist invariant gegeniiber Drehungen. Da
man die Eigenwerte von S 2 kennt, sie sind s (s+1), und man weif}, dafl Hy, s einen 2 x 2 Zustands-
raum mit den Zustanden

XXt oxgixd s xixd s xIxd (4)
hat, wobei X7, x| die beiden elektronische Spinoren und x7, x| die protonische Spinoren sind,
sieht man sofort, dafl die Gesamtspin hochstens s = 1 sein kann. Der erste Zustand hat s, = 1 und
der letzte Zustand s, = —1. Fiir die beiden mittleren ist s, = 0. Da man aber fiir s = 1 nur drei
Zusténde braucht, bleibt einer fiir s = 0. Fiir diesen Singulettzustand ist mit (3) der Eigenwert
von -0, gleich Ay = —3 und fiir die Triplettzustdnde mit s = 1 gleich A\ = 1, denn der Eigenwert

von S2 ist gleich 0 fiir den Singulettzustand und 2 fiir die Triplettzustinde. Der Unterschied
zwischen Triplett und Singulett ist also Ay — A; = 4. Es gilt die sogenannte Schwerpunktsregel
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3- A+ 1A = 0. Weil die Spur der PauLimatrizen & verschwindet ist der Schwerpunkt des
Spektrums, d.h. die Summe der Eigenwerte multipliziert mit ihren Entartungsgrad, gleich Null.

Fehlen noch die Eigenfunktionen. Die ersten und die letzten Funktionen von (4) sind Eigen-

funktionen zu s = 1 mit s, = 1. Wendet man den Leiteroperator S_ = % (O’e_ + o0, ) auf den

Zustand X? X? mit s, = 1 an, so andert sich der Gesamtdrehimpuls s = 1 nicht

_ 1
Soxixt =3 (X[ xf + X x)
aber s, erniedrigt sich um 1, d.h. s, = 0 fiir diesen neuen Zustand. Der zu diesem orthogonale

Zustand

Xs = 75 (X]xf = x7x7) (5a)
ist der Singulettzustand. Die Triplettzustdnde mit der richtigen Normierung zusammengestellt
X3 X7 s, =+1
xe =4 75 (XX + X7 ) s:= 0 (5b)
X\ X} s, =—1

Die Hyperfeinaufspaltung mit Hy, s ist also 4 K5 und der Singulettzustand (5a) hat die niedrig-
ste Energie mit —3 K}, bei positiver Hyperfeinkonstante wéhrend die Triplettzustdnde (5b) die
Energie K}y haben. Im folgenden soll diese Konstante berechnet werden.

Die Hyperfeinwechselwirkung ist eine Kopplung tiber das Magnetfeld, das das Elektron am
Kern erzeugt, um den Kernspin zu orientieren. Da beide Teilchen ein magnetisches Moment be-
sitzen, ist die Wechselwirkung eine Dipol-Dipol-Wechselwirkung. Hat das Elektron einen Drehim-
puls, so ist damit auch ein Magnetfeld verkniipft. Es gibt also zwei Kopplungsterme, den Spinbahn—
Term I, und den Dipol-Dipol-Term 144

€ — g e

I, = —2mc(p'A+A-p) (6a)
eh ,, = L =

Idd = —2mc (O‘H) = —,ue-H . (Gb)

H ist das Magnetfeld, das das magnetische Moment des Kerns oder Protons erzeugt und A das
dazugehorige Vektorpotential

o fp XT
A==y (7)
und damit wird
e - e - o
Iy, = — Ap=—— -L) . !
me’ P me (Mp ) (6a’)

Das Magnetfeld H erhélt man mit (7) durch rot A

- - i 1 1
H:VXA:[VX[VX'U:}} :—ﬁpA<T>+V(ﬁp-V)<T> : (8)
Der erste Term ergibt mit A (1/r) = —47(7) einen d—Funktionanteil. Beschrankt man (8) auf
r # 0, dann ist mit (6b)
L= . Iy - T i - fip) 1% — 3(fle - T) (fIp - T
Idd:_///e'H: (Mev) ( P3 > — (H IU’P) 5(# _)(MP _> ) (9)
r r



Das ist die die Standardform fiir die Dipol-Dipol-Wechselwirkung, die oc 1/7% ist und fiir 7 — 0
divergiert. Typisch ist, dafl magnetische Momente, wenn sie nebeneinander sind sich antiparallel
orientieren und wenn sie hintereinander sind, parallel die energetisch giinstigere Anordnung haben.
Die Mittelung iiber die verschiedenen Lagen der Spins zueinander reduziert 144, aber insbesondere
fiir kleine r bleibt wegen der Divergenz vielleicht etwas iibrig?

Dieses Problem verschwindet, wenn das Elektron, dem Atomkern nicht mehr nahe kommen
kann, z.B. fiir d-Zusténde, bei denen die Wellenfunktion sich wie oc 72 fiir kleine r verhélt. Fiir die
1s—Wellenfunktion mit einer endlichen und konstanten Aufenthaltswahrscheinlichkeit sind aber die
Beitrdge der Dipol-Dipol-Wechselwirkung fiir kleine Distanzen r vom Kern wichtig.

Integriert man das Magnetfeld liber den Bereich einiger Kernradien R, dann ergibt sich mit
eine Modifikation des Gaussschen Integralsatzes®

/KRET(F)dSr:/KR[vxﬁ]d%:R?/dQ[ﬁxA‘] (10a)

ein Oberflachenintegral tiber ein Kugel mit Radius R mit dem infinitesimalen Raumwinkel d 2 und
einen nach auflen zeigenden Normalenvektor 77 = ﬁ/ R. Setzt man die Dipolformel (7) fiir das
Vektorpotential ein, dann ist

. i xR
/ H(F)dBT:Rz/dQ ﬁx“p}; (10b)
r<R
= [ala, - G@-ma) = an i, [1-3]
8
= 3 M (10c)

Man sieht an (10c), dafl der erste Term von (8), ndmlich 4 7y, 6(7) um ein Drittel reduziert ist.
Um das Resultat (10c) zu rechtfertigen, mufl man den magnetische Dipol tiber ein kleines Gebiet
verschmieren, so dafl die Singularitaten bei » — 0 verschwinden. Sonst diirfte man das Gausssche
Theorem nicht verwenden. Dieses Gebiet ist das Volumen des Kerns oder Protons.

Mit diesen Uberlegungen erhilt man fiir das Magnetfeld eines Dipols fi, statt (8)

Lo 8w . g2 —3F(E,-F)
i) = 57 o) + Lo = 3T T) (1)

und damit fiir die Hyperfeinwechselwirkung (6b) und (6a) bzw. (6a’)

Hap = — o8 (i i) o) 4 e o)™ = 3Ue D 1) € (popy (g

3 7 mc

Fiir sphéarisch symmetrische s—Zustidnde wie beim Grundzustand des Wasserstoffatoms gibt der

zweite und der dritte Term keinen Beitrag. Die Hyperfein—Energie kommt nur vom ersten Term
und das ist FERMIs Kontaktwechselwirkung

8
Hig = =5 We(O) (e - i) (13)

* Siehe fiir mehr Details: J. D. Jackson, Classical Electrodynamics, Kap. 5.6 & 5,7, 2. Auflage.
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Die 21-cm Linie
Um die Hyperfeine-Konstante K, ¢ fiir den Wasserstoff, wie sie durch (1) definiert ist, zu berechnen,

braucht man in (13) nur noch die numerischen Werte einzusetzen. Allerdings verliert man dabei
leicht die Ubersicht. Die Grundzustandswellenfunktion des Wasserstoffatoms liefert fiir r = 0 *)

1
2
O = — g (1)
) ) h? 1 h ,
mit dem Bonrschen Radius a = —— = — , (14%)
me e a mec

wobei die letzte Formel ausdriickt, wieviel grofler der Wasserstoffradius oder der Boursche Radius
verglichen mit der CompToNwellenlinge X, = h/(m.c) des Elektrons ist. Mit der Feinstrukur-
konstanten o = e?/(fic) = 1/137,04 sollte man besser die GroSenordnung der Hyperfeinwechsel-
wirkung verstehen konnen.

Zunéchst ist ji. = —g. |e|h/(2mec) Fe/2 und fi, = g, |e| h/(2myc) Gp. Die Vorfaktoren, das
Bonrsche Magneton |e|/(2m. c¢) und das Kernmagneton |e|h/(2m, c) abgesehen von ihren g-—
Faktoren g. = 2.002 und g, = 2, 793, unterscheiden sich vor allen durch das Verhaltnis der Massen
me/my, = 1836,1 um GroBenordnungen. Das Skalarprodukt der beiden magnetischen Momente
148t sich mit der CompTONwWellenlénge der Protons X, = h/(my, ¢) also folgendermafien notieren

fie - fip = —gelelXe - gple|Xp (Fe- Gp)/8 . (15)

Die magnetischen Momente j. und p, haben also die plausible Interpretation als
u =~ Ladung x Comptonwellenlinge
und damit verringert sich das Moment des Protons wegen seiner kleineren CompTONWellenlédnge.
Zum Schluf setzt man in (13) ein und erhilt mit €2/a;, = m.c?a? (= 2Ry(dberg)**)

2 me

Hth = MeC {3 migegp a2] (G- Tp) - (16)
p

Es ist das kleine Massenverhéltnis m./m,, das die Feinstruktur zur Hyperfeinstruktur macht. Die
Feinstrukturformel hat nédmlich die folgende Form

a? a? 1 3
E,:=-md® — |1+ — | —— — — 17
g m02n2[ +n<j+1/2 4n>+ ] (17)
3
2
aus dem Bahnanteil und dem Spin des Elektrons sich zusammensetzt. Auch hier ist die Korrektur

n =1, 2, ... ist Hauptquantenzahl und j = %, ... die Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses, der
verglichen mit dem Vorfaktor 1Ry = 109677,58 cm ™! von der GroBenordnung o?. Die Kopplung
von Spin und Bahn des Elektrons geht auch iiber das Magnetfeld wie bei Hyperfeinwechselwirkung,
aber das magnetische Moment ist hier dasselbe und etwa ~ upon; -

Der Faktor in der eckigen Klammer von (16) ist 0.1081 - 107, so daB§ K = 1/(84,34 cm) ist.
Wegen des Abstandes von Triplett zu Singulett von 4 Kj ¢ entspricht dies ungefdhr 21 cm.

*) Das Integral iiber den Radius foocrzdr exp(—2r/ap) = ai’/4 und iiber den Raumwinkel 4 7 ist zusammen 7 a%.

ko 1

1Ry = [e?/(2ap)]/(hc), die Rydberg-Energie mufl noch h ¢ dividiert werden um zu cm ™' zu kommen.
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